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1. Àëãåáðû è σ-àëãåáðû

Êëþ÷åâûìè â àêñèîìàòèêå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿþò-
ñÿ ïîíÿòèÿ àëãåáðû è σ-àëãåáðû ñîáûòèé. Äàííûé ðàçäåë
ïîñâÿùåí äåòàëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ýòèõ ïîíÿòèé.

1.1. Àëãåáðû
Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî áó-
äåì îáîçíà÷àòü ïåðåìåííîé ω. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà Ω áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëû A, B, C,
. . . , à äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñåìåéñòâ1 òàêèõ ïîäìíîæåñòâ � ñèì-
âîëû A, B, C . . . , Ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâ A, B, C
(ñîîòâåòñòâåííî èç ìíîæåñòâ Ai, i = 1, n), áóäåì îáîçíà÷àòü
{A, B, C} (ñîîòâåòñòâåííî {Ai}n

i=1).
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèé è îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ

èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ñèìâîëû ¾∩¿ è ¾∪¿. Îáúåäèíå-
íèå ëþáîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ íà-
çûâàåòñÿ ñóììîé ýòèõ ìíîæåñòâ è îáîçíà÷àåòñÿ A + B + C
èëè

∑
iAi. Äîïîëíåíèå ïîäìíîæåñòâà A ⊆ Ω, ò.å. ïîäìíî-

æåñòâî ìíîæåñòâà Ω, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, íå âõîäÿùèõ
â A, îáîçíà÷àåòñÿ A.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî A ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé, åñëè îíî ñîäåðæèò ∅ è Ω è
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A èç A åãî äîïîëíåíèå A ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòîì ñåìåéñòâà A;

2) äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B èç A èõ ïåðåñå÷åíèå A ∩ B
è îáúåäèíåíèå A ∪ B ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñåìåéñòâà
A.
1Ìíîæåñòâ, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-

ñòâà Ω (òåðìèí ¾ñåìåéñòâî¿ èñïîëüçóåòñÿ êàê ñèíîíèì òåðìèíà ¾ìíî-
æåñòâî¿ äëÿ èçáåæàíèÿ âûðàæåíèé òèïà ¾ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ¿).
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Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèè 2) â äàííîì îïðåäåëåíèè äîñòà-
òî÷íî òðåáîâàòü ïðèíàäëåæíîñòü ñåìåéñòâó A ëèáî òîëüêî
ïåðåñå÷åíèé ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ èç A, ëèáî òîëüêî îáú-
åäèíåíèé òàêèõ ìíîæåñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð,
A∩B ∈ A äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâA è B èç A, òî â ñèëó óñëîâèÿ
1) èìååì A ∪ B = A ∩ B ∈ A.

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, åñëè îíî
ñîäåðæèò ∅ è Ω è ÿâëÿåòñÿ ¾çàìêíóòûì¿ îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèé äîïîëíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ (îáúåäèíåíèÿ) â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî, ïðèìåíÿÿ ýòè îïåðàöèè ê ìíîæåñòâó èëè ïàðå ìíî-
æåñòâ èç A, íåëüçÿ ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ýëå-
ìåíòîì A.

Ïðèìåð 1. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω � ýòî ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç
äâóõ ýëåìåíòîâ ∅ è Ω. Òàêóþ àëãåáðó áóäåì íàçûâàòü áåä-
íåéøåé àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω (ïî ïîíÿòíûì
ïðè÷èíàì) è îáîçíà÷àòü Amin(Ω).

Ïðèìåð 2. Äðóãîé, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ïðîòèâîïî-
ëîæíûé ïðèìåð àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
æåñòâà Ω � ýòî ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âîçìîæíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Òàêóþ àëãåáðó áóäåì íàçûâàòü
áîãàòåéøåé àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω (ïî ñòîëü
æå ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì) è îáîçíà÷àòü Amax(Ω).

Ïðèìåð 3. Ïðèìåð àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíî-
ãî ìíîæåñòâà Ω, áîëåå áîãàòîé, ÷åì Amin(Ω), íî â îáùåì
ñëó÷àå íå ñîâïàäàþùåé ñ Amax(Ω), ìîæíî ïîñòðîèòü, çàôèê-
ñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Ω, îòëè÷íîå îò ∅
è Ω. Ñåìåéñòâî {A}, åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî A, àëãåáðîé íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó íå
ñîäåðæèò ∅ è Ω. Äîáàâëåíèå ýòèõ äâóõ ýëåìåíòîâ íå ñïàñàåò
ïîëîæåíèÿ: ñåìåéñòâî {∅, A, Ω} òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðîé, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò ìíîæåñòâî A, íî íå ñîäåðæèò åãî
äîïîëíåíèå A. À âîò ñåìåéñòâî {∅, A, A, Ω} óæå îáëàäà-
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åò âñåìè ñâîéñòâàìè àëãåáðû. Òàêóþ àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Ω áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ïîä-
ìíîæåñòâîì A ⊂ Ω, è îáîçíà÷àòü α({A}).

Çàäà÷à 1.Îõàðàêòåðèçîâàòü ìíîæåñòâî Ω, äëÿ êîòîðîãî

a) Amin(Ω) = Amax(Ω);

b) α({A}) = Amax(Ω) ïðè íåêîòîðîì A ⊂ Ω.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äîáàâëåíèå íåêîòî-
ðûõ íîâûõ ïîäìíîæåñòâ ê èñõîäíîìó ñåìåéñòâó ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà Ω, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, ïðåâðà-
ùàåò ýòî ñåìåéñòâî â àëãåáðó. Íèæå ìû óâèäèì (ñëåäñòâèå
1), ÷òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà Ω ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåííûé íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, äîáàâëåíèå êîòî-
ðûõ ê ýòîìó ñåìåéñòâó ïðåâðàùàåò åãî â àëãåáðó.

Çàäà÷à 2. Óêàçàòü ìèíèìàëüíûé íàáîð ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Ω, êîòîðûå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê ñåìåéñòâó {A,
B}, ñîñòîÿùåìó èç íåñîâïàäàþùèõ ïîäìíîæåñòâ A è B ìíî-
æåñòâà Ω, îòëè÷íûõ îò ∅ è Ω, äëÿ ïðåâðàùåíèÿ ýòîãî ñåìåé-
ñòâà â àëãåáðó.

Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû àëãåáð íîñèëè óíèâåðñàëü-
íûé õàðàêòåð, ò.å. íå çàâèñåëè îò ïðèðîäû ìíîæåñòâà Ω.
Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà àëãåáð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω
êîíêðåòíîãî âèäà.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü Ω = N. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñåìåé-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N,
êîòîðûå ëèáî êîíå÷íû (ò.å. ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë), ëèáî èìåþò êîíå÷íîå äîïîëíåíèå, îáðàçóþò
àëãåáðó.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü Ω = [0, 1]. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïîä-
ìíîæåñòâ îòðåçêà [0, 1], ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îáúåäèíåíèå
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîìåæóòêîâ âèäà [a, b], (a, b), [a, b), (a, b].
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Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííîå ñåìåé-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.

Ââåäåì ñëåäóþùåå âàæíîå ïîíÿòèå.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A � àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà Ω. Ñåìåéñòâî B ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω
íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû A, åñëè âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:

1) ñåìåéñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì àëãåáðû A, ò.å.
èç A ∈ B ñëåäóåò A ∈ A;

2) ñåìåéñòâî B ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ àëãåáðà Amin(Ω) ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû α({A}), êîòîðàÿ ñàìà ÿâëÿåòñÿ
ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Amax(Ω). Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû
Amax(Ω).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà àíàëîãèþ ìåæäó ïîíÿòèÿìè àë-
ãåáðû è åå ïîäàëãåáðû è ïîíÿòèÿìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è åãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû
ëèíåéíûå îïåðàöèè (ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî) òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî èõ ïðèìåíåíèå ê ëþáûì ýëåìåíòàì äàííî-
ãî ìíîæåñòâà äàåò íåêîòîðûé ýëåìåíò òîãî æå ìíîæåñòâà.
Ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëþ-
áîå ïîäìíîæåñòâî ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ¾çàìêíóòî¿
îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé â òîì ñìûñëå, ÷òî, ïðèìå-
íÿÿ ëèíåéíûå îïåðàöèè ê ýëåìåíòàì ýòîãî ïîäìíîæåñòâà,
íåëüçÿ ïîëó÷èòü ýëåìåíò, åìó íå ïðèíàäëåæàùèé.

Òàêèì îáðàçîì, îáùèì â îïðåäåëåíèÿõ àëãåáðû-
ïîäàëãåáðû è ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà-ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
íàáîðà îïåðàöèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå � ýòî îïåðàöèè äîïîë-
íåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, âî âòîðîì �
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ëèíåéíûå îïåðàöèè. Ìû â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü
äàííóþ àíàëîãèþ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ àëãåáðà õîðîøî
çíàêîìà ÷èòàòåëþ.

Ïîñêîëüêó àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà Ω
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà, ñ íèìè ìîæ-
íî ïðîâîäèòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè, ò.å. îïå-
ðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è ò.ä. Âàæíåéøåé ñðåäè
íèõ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ è áîëüøåãî ÷èñëà
àëãåáð, êîòîðîé ìû ïîñâÿòèì îòäåëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü {Aλ}λ∈Λ � ïðîèçâîëüíûé íàáîð
àëãåáð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, èíäåêñèðóåìûõ íåêî-
òîðûì ïàðàìåòðîì λ ∈ Λ. Ïåðåñå÷åíèåì

⋂
λ∈Λ Aλ ýòîãî

íàáîðà àëãåáð íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç
ïîäìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ âñåì àëãåáðàì äàííîãî íà-
áîðà, ò.å.

A ∈
⋂

λ∈Λ

Aλ ⇔ A ∈ Aλ ∀λ ∈ Λ.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè äàííîé îïåðàöèè ïîëåçíî ðàçî-
áðàòüñÿ â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü Ω = [0, 1]×[0, 1] � åäèíè÷íûé êâàäðàò
íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì äâå àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ ýòîãî
êâàäðàòà.

Àëãåáðà Cv âñåõ âåðòèêàëüíûõ öèëèíäðîâ � ýòî ñåìåé-
ñòâî ìíîæåñòâ âèäà Cv

A = {(x, y) |x ∈ A, y ∈ [0, 1]}, ãäå
A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1]. Òî, ÷òî ýòî
ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, íåòðóäíî ïðîâåðèòü íåïîñðåä-
ñòâåííî, çàìåòèâ, ÷òî Cv

A = Cv
A è Cv

A∩Cv
A′ = Cv

A∩A′ äëÿ ëþáûõ
ïîäìíîæåñòâ A è A′ îòðåçêà [0, 1], è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñåìåé-
ñòâî âñåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ îáðàçóåò àëãåáðó Amax([0, 1]).

Àëãåáðà Ch âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ öèëèíäðîâ � ýòî ñåìåé-
ñòâî ìíîæåñòâ âèäà Ch

B = {(x, y) |x ∈ [0, 1], y ∈ B}, ãäå B �
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1].
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Âîïðîñ: èç êàêèõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò ñåìåéñòâî Cv ∩ Ch?
Ñòàíäàðòíûé íåïðàâèëüíûé îòâåò: äàííîå ñåìåéñòâî ñî-
ñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà A × B = {(x, y) |x ∈ A, y ∈ B},
ò.å. ¾êâàäðàòèêîâ¿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ñòîðîíàìè A ⊆ [0, 1] è
B ⊆ [0, 1]. Îøèáêà ñâÿçàíà ñ ïåðåíîñîì îïåðàöèè ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ ñàìèõ àëãåáð íà èõ ýëåìåíòû. Ïåðåñå÷åíèå àëãåáð �
ýòî íå åñòü ñåìåéñòâî, ñîñòàâëåííîå èç ïåðåñå÷åíèé ýëå-
ìåíòîâ ýòèõ àëãåáð! Ñëàáûì îïðàâäàíèåì ýòîé îøèáêè ÿâ-
ëÿåòñÿ íàëè÷èå ìíîæåñòâ ðàçíîé ïðèðîäû â ðàññìàòðèâàå-
ìûõ êîíñòðóêöèÿõ (êàæäàÿ àëãåáðà � ýòî ìíîæåñòâî, ñàìî
ñîñòàâëåííîå èç ìíîæåñòâ), à çíà÷èò, è äâóõ ðàçíûõ îïåðà-
öèé ïåðåñå÷åíèÿ.

Íà ñàìîì äåëå ñåìåéñòâî Cv ∩ Ch ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ
ìíîæåñòâ ∅ è Ω = [0, 1]× [0, 1], ïîñêîëüêó òîëüêî ýòè ìíîæå-
ñòâà ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûìè è ãîðèçîíòàëüíûìè öèëèí-
äðàìè îäíîâðåìåííî.

Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå ïåðåñå÷åíèå äâóõ àëãåáð
Cv è Ch ñàìî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Ýòî íå ñëó÷àéíî!

Òåîðåìà 1. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà àëãåáð ïîäìíî-
æåñòâ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Aλ}λ∈Λ � ïðîèçâîëüíûé íà-
áîð àëãåáð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Ïî îïðåäåëåíèþ ñå-
ìåéñòâî

⋂
λ∈Λ Aλ ñîäåðæèò ∅ è Ω.

Ïóñòü A è B � ëþáûå äâà ìíîæåñòâà èç
⋂

λ∈Λ Aλ. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðè êàæäîì λ ∈ Λ èìååì A ∈ Aλ è B ∈ Aλ,
à çíà÷èò, è A ∩ B ∈ Aλ, ïîñêîëüêó Aλ � àëãåáðà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, A ∩ B � ýëåìåíò ñåìåéñòâà

⋂
λ∈Λ Aλ.

Òàê æå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç A ∈ ⋂
λ∈Λ Aλ ñëåäóåò

A ∈ ⋂
λ∈Λ Aλ. ¤

Ïðèâåäåííîå âûøå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâà-
íî â âèäå òåîðåìû, ïîñêîëüêó îíî èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà F ïîäìíîæåñòâ
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ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
àëãåáðà α(F), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) F ÿâëÿåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì àëãåáðû α(F), ò.å. èç A ∈ F

ñëåäóåò A ∈ α(F);

2) α(F) ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé ëþáîé àëãåáðû, ñîäåðæàùåé
F â êà÷åñòâå ïîäñåìåéñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàáîð, ñîñòîÿùèé èç âñåõ
àëãåáð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, ñîäåðæàùèõ F â êà÷åñòâå
ïîäñåìåéñòâà. Ýòîò íàáîð íåïóñò, ïîñêîëüêó îí ñîäåðæèò àë-
ãåáðó Amax(Ω) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Â ñèëó òåî-
ðåìû 1 ïåðåñå÷åíèå âñåõ àëãåáð äàííîãî íàáîðà ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò F â êà÷åñòâå ïîäñåìåéñòâà è
ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåá-
ðîé êàæäîé àëãåáðû èç óêàçàííîãî íàáîðà. ¤

Àëãåáðà α(F) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé àëãåáðîé, ñîäåðæà-
ùåé ñåìåéñòâî F, â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè èç íåå óäàëèòü îäèí
èëè íåñêîëüêî ëþáûõ åå ýëåìåíòîâ, òî îíà ëèáî ïåðåñòàíåò
áûòü àëãåáðîé, ëèáî íå áóäåò ñîäåðæàòü F â êà÷åñòâå ïîäñå-
ìåéñòâà.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð àëãåáðû α(F) � ýòî ðàññìîòðåííàÿ
â ïðèìåðå 3 àëãåáðà α({A}) = {∅, A, A, Ω}, ïîðîæäåííàÿ
ìíîæåñòâîì A ⊂ Ω. Äðóãîé ïðèìåð � àëãåáðà α({A, B}),
ïîðîæäåííàÿ ñåìåéñòâîì èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâA
è B ìíîæåñòâà Ω, êîòîðóþ ÷èòàòåëü äîëæåí áûë ïîñòðîèòü
â çàäà÷å 2.

Çàäà÷à 3.Ïóñòü Ω = N è F � ñåìåéñòâî îäíîýëåìåíòíûõ
ìíîæåñòâ âèäà {n}, n ∈ N. Ïîêàçàòü, ÷òî α(F) � ýòî àëãåáðà
èç ïðèìåðà 4.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü Ω = [0, 1] è F � ñåìåéñòâî âñåõ îòðåçêîâ
[a, b] ⊆ [0, 1]. Ïîêàçàòü, ÷òî α(F) � ýòî àëãåáðà èç ïðèìåðà
5.
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Ðàçâèâàÿ îòìå÷åííóþ ðàíåå àíàëîãèþ ìåæäó ïî-
íÿòèÿìè àëãåáðû-ïîäàëãåáðû è ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà-ïîäïðîñòðàíñòâà, çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà α(F), ïîðîæ-
äåííàÿ ñåìåéñòâîì F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì ëèíåéíîé îáîëî÷êè lin(L0) ìíîæåñòâà L0 âåêòîðîâ
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L � ìèíèìàëüíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà L, ñîäåðæàùåãî âñå âåêòîðû èç L0. Â
ñèëó ýòîé àíàëîãèè àëãåáðó α(F) áóäåì êðàòêî íàçûâàòü
àëãåáðàè÷åñêîé îáîëî÷êîé ñåìåéñòâà F2.

Çàäà÷à 5.∗ Äàòü êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå àëãåáðû α(F)
äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ F ïðîèçâîëüíîãî ìíîæå-
ñòâà Ω.

1.2. σ-àëãåáðû
Åñëè A � àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, òî, ðàññóæäàÿ
ïî èíäóêöèè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå è îáúåäè-
íåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç A ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì èç A. Îäíàêî èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ íå ñëåäóåò, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà ìíîæåñòâ èç A ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì èç A. Äðóãèìè ñëîâàìè, àëãåáðà A ìî-
æåò áûòü íå çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ
è îáúåäèíåíèÿ, ïðèìåíåííûõ ñðàçó ñ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó åå
ýëåìåíòîâ (ñì. ïðèìåðû íèæå).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òåî-
ðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ êîíñòðóêöèé â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè àëãåáðû îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ, ïðèìåíåííûõ
ê ëþáîìó ñ÷åòíîìó íàáîðó åå ýëåìåíòîâ. Ýòî òðåáîâàíèå
ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó ïîíÿòèþ.

Îïðåäåëåíèå 4. Àëãåáðà A ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
Ω íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî íàáî-

2Ýòà òåðìèíîëîãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòîé.
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ðà {Ai} åå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
⋂

iAi è
⋃

iAi ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàìè ýòîé àëãåáðû.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ àëãåáð, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ σ-àëãåáðàìè, ìîæíî ðàññìîòðåòü àëãåáðû èç ïðèìå-
ðîâ 1�3 (â àëãåáðàõ èç ïðèìåðîâ 1 è 3 ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíûõ ñ÷åòíûõ íàáîðîâ, â àëãåáðå èç ïðèìåðà 2
òðåáîâàíèå îïðåäåëåíèÿ 4 âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ ýòîé
àëãåáðû).

Çàäà÷à 6. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ ó àë-
ãåáðû A ñâîéñòâà σ-àëãåáðû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî
òîëüêî ïåðåñå÷åíèå, ëèáî òîëüêî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñ÷åò-
íîãî íàáîðà ìíîæåñòâ èç ýòîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ åå ýëåìåí-
òîì, ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî
íàáîðàìè èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (ò.å. ñóììàìè âìå-
ñòî îáúåäèíåíèé).

Òàêèì îáðàçîì, σ-àëãåáðó îò àëãåáðû îòëè÷àåò íàëè÷èå
ó íåå äîïîëíèòåëüíîãî ñâîéñòâà (òàê æå, êàê êâàäðàò îò ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà!). Åñòåñòâåííûé âîïðîñ, âîçíèêàþùèé ó âäóì-
÷èâîãî ÷èòàòåëÿ: à ìîæåò ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî àâòîìà-
òè÷åñêè? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò ëè àëãåáðû, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ σ-àëãåáðàìè (òàê æå, êàê ñóùåñòâóþò ïðÿìî-
óãîëüíèêè, îòëè÷íûå îò êâàäðàòîâ)?

ßñíî, ÷òî ïðèìåð àëãåáðû, íå ÿâëÿþùåéñÿ σ-àëãåáðîé,
íåëüçÿ ïîñòðîèòü, ðàññìàòðèâàÿ àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà Ω. À âîò ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà Ω óæå äî-
ñòàòî÷íî äëÿ êîíñòðóêöèè òàêîãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 7. Àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N,
ðàññìîòðåííàÿ â ïðèìåðå 4, íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âîçüìåì ñ÷åòíûé íàáîð îäíîýëåìåíòíûõ ìíî-
æåñòâ âèäà {2n}, n ∈ N, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé àëãåáðå. Èõ
îáúåäèíåíèå � ýòî ìíîæåñòâî ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è íå èìååò êîíå÷íîãî äîïîë-
íåíèÿ, à çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì äàííîé àëãåáðû.
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Çàäà÷à 7. Ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà, ðàññìîòðåííàÿ â ïðè-
ìåðå 5, íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Çàäà÷à 8. Ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà âñåõ âåðòèêàëüíûõ öè-
ëèíäðîâ Cv è àëãåáðà âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ öèëèíäðîâ Ch,
ðàññìîòðåííûå â ïðèìåðå 6, ÿâëÿþòñÿ σ-àëãåáðàìè.

Ïîíÿòèå ïîäàëãåáðû (îïðåäåëåíèå 2) èìååò ñâîé
σ-àëãåáðàè÷åñêèé àíàëîã.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü A � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Ω. Ñåìåéñòâî B ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
Ω íàçûâàåòñÿ σ-ïîäàëãåáðîé σ-àëãåáðû A, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñåìåéñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì σ-àëãåáðû A, ò.å.
èç A ∈ B ñëåäóåò A ∈ A;

2) ñåìåéñòâî B ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
4.

Ñåìåéñòâà âñåõ âåðòèêàëüíûõ öèëèíäðîâ è âñåõ ãîðè-
çîíòàëüíûõ öèëèíäðîâ èç ïðèìåðà 6 ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íû-
ìè σ-ïîäàëãåáðàìè σ-àëãåáðû Amax([0, 1] × [0, 1]) âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ êâàäðàòà [0, 1] × [0, 1], à âîò àëãåáðà èç ïðèìå-
ðà 4 ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé, íî íå σ-ïîäàëãåáðîé σ-àëãåáðû
Amax(N) âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N (ñì. ïðè-
ìåð 7). Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîèç-
âîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω ÿâëÿåòñÿ σ-ïîäàëãåáðîé σ-àëãåáðû
Amax(Ω).

Âîçâðàùàÿñü ê àíàëîãèè ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè,
çàìåòèì, ÷òî õîðîøèì àíàëîãîì ïîíÿòèÿ σ-àëãåáðû ÿâëÿ-
åòñÿ ïîíÿòèå çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðîì çàäàíà êàêàÿ-ëèáî ìåòðèêà. Çàìêíó-
òûì íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò ïðåäå-
ëû âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ
ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â Rn ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì (ïîýòîìó â ëèíåé-
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íîé àëãåáðå è íå ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíî ýòî ïîíÿòèå). Íî â
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñóùåñòâóþò íåçàìêíóòûå
ïîäïðîñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü
ïîäïðîñòðàíñòâî P([0, 1]) âñåõ ïîëèíîìîâ â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå C([0, 1]) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
[0, 1] ñ ìåòðèêîé ρ(f, g) = supx∈[0,1] |f(x) − g(x)|, ïîñêîëü-
êó ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç C([0, 1]) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ èç P([0, 1]) â ñèëó òåîðåìû
Âåéåðøòðàññà. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé ìîæíî
îïðåäåëèòü íå òîëüêî ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, íî
è ñ÷åòíûå ñóììû, ò.å. ðÿäû (ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà, òàê æå, êàê îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûå ðÿäû). Ïðè ýòîì
çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå òàêîãî ðîäà ñóììû ñâîèõ
ýëåìåíòîâ (ýòî ñëåäóåò èç ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðå-
äåëà ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â âèäå ñóììû
ðÿäà). Äàííîå çàìå÷àíèå äåëàåò óêàçàííóþ âûøå àíàëîãèþ
íàèáîëåå ïðîçðà÷íîé, ïîñêîëüêó σ-àëãåáðó ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êàê àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ âñå ñ÷åòíûå ñóììû ñâîèõ ýëå-
ìåíòîâ (ýòî ÷èòàòåëü äîëæåí áûë óñòàíîâèòü, ðåøàÿ çàäà÷ó
6).

Ïîñêîëüêó σ-àëãåáðà � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðû, äëÿ
ëþáîãî íàáîðà σ-àëãåáð ìîæíî ðàññìîòðåòü èõ ïåðåñå÷åíèå
(ñì. îïðåäåëåíèå 3), êîòîðîå â ñèëó òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðîé. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ íå ìîæåò
âûâåñòè èç êëàññà σ-àëãåáð.

Òåîðåìà 2. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà σ-àëãåáð ïîäìíî-
æåñòâ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Aλ}λ∈Λ � ïðîèçâîëüíûé íà-
áîð σ-àëãåáð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Â ñèëó òåîðåìû 1
(è çàäà÷è 6) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî
íàáîðà {Ai} ìíîæåñòâ èç

⋂
λ∈Λ Aλ ìíîæåñòâî

⋂
iAi ÿâëÿåò-

ñÿ ýëåìåíòîì ñåìåéñòâà
⋂

λ∈Λ Aλ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðè êàæ-

14



äîì λ ∈ Λ èìååì {Ai} ⊆ Aλ, à çíà÷èò,
⋂

iAi ∈ Aλ, ïîñêîëüêó
Aλ � σ-àëãåáðà. Ñëåäîâàòåëüíî,

⋂
iAi � ýëåìåíò ñåìåéñòâà⋂

λ∈Λ Aλ. ¤
Òî æå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ïîçâîëèëî èç òåîðåìû 1 ïî-

ëó÷èòü ñëåäñòâèå 1, ïîçâîëÿåò âûâåñòè èç òåîðåìû 2 ñëåäó-
þùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà F ïîäìíîæåñòâ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
σ-àëãåáðà σ(F), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) F ÿâëÿåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì σ-àëãåáðû σ(F), ò.å. èç A ∈
F ñëåäóåò A ∈ σ(F);

2) σ(F) ÿâëÿåòñÿ σ-ïîäàëãåáðîé ëþáîé σ-àëãåáðû, ñîäåðæà-
ùåé F â êà÷åñòâå ïîäñåìåéñòâà.

Àëãåáðà σ(F) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, ñîäåð-
æàùåé ñåìåéñòâî F, â òîì æå ñìûñëå, â êîòîðîì α(F) ÿâëÿ-
åòñÿ ìèíèìàëüíîé àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé ýòî ñåìåéñòâî.

Â ðàìêàõ àíàëîãèè ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè
σ-àëãåáðà σ(F), ïîðîæäåííàÿ ñåìåéñòâîì F ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Ω, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàìûêàíèÿ ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êè lin(L0) ìíîæåñòâà L0 âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà L ñ ìåòðèêîé (ìèíèìàëüíîãî çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà L, ñîäåðæàùåãî âñå âåêòîðû èç L0). Â
ñèëó ýòîé àíàëîãèè σ-àëãåáðó σ(F) áóäåì êðàòêî íàçûâàòü
σ-àëãåáðàè÷åñêîé îáîëî÷êîé ñåìåéñòâà F.

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò àëãåáðàè÷åñêîé îáîëî÷êè α(F)
ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü σ-àëãåáðàè÷åñêîé îáîëî÷-
êè σ(F) íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì
äàæå â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà F, ò.å. íåëüçÿ äàòü ÿâíîå
îïèñàíèå òåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå âõîäÿò â σ-àëãåáðó σ(F).
Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî σ(F) � ýòî ñåìåéñòâî âñåõ
ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé è îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ èç F, îäíàêî
ýòî íå òàê, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.
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Ïðèìåð 8. Ïóñòü A � àëãåáðà âñåõ ïðîìåæóòêîâ îò-
ðåçêà [0, 1], ðàññìîòðåííàÿ â ïðèìåðå 5. Äëÿ êàæäîãî íà-
òóðàëüíîãî n ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
òàê: Bn åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ñ÷åòíûõ ïåðåñå-
÷åíèé è îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ èç Bn−1, B0 = A. Ñåìåé-
ñòâî B∞ =

⋃+∞
n=1 Bn, ò.å. îáúåäèíåíèå âîçðàñòàþùåé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ñåìåéñòâ {Bn}, íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé [3,
� 30, XIV]. Ïîñêîëüêó ëþáîå ìíîæåñòâî èç B∞ ïðèíàäëåæèò
σ-àëãåáðå σ(A), îíà áîãà÷å, ÷åì ñåìåéñòâî B∞, ïîñòðîåííîå
êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì èç àëãåáðû A.

Òàêèì îáðàçîì, íåêîíñòðóêòèâíîå ðàññóæäåíèå, îñíî-
âàííîå íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû 2, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ σ-àëãåáðàè÷åñêîé
îáîëî÷êè ó ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà Ω.

1.3. σ-àëãåáðû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
Ïîíÿòèå σ-àëãåáðàè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäó-
þùåìó âàæíîìó ïîíÿòèþ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü I � ñåìåéñòâî âñåõ èíòåðâà-
ëîâ âèäà (a, b) íà ïðÿìîé R. σ-àëãåáðà σ(I) íàçûâàåòñÿ áî-
ðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé íà ïðÿìîé R è îáîçíà÷àåòñÿ B(R), à
åå ýëåìåíòû � áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A (íàïðèìåð,
îòðåçêà [0, 1]) áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé B(A) íàçûâàåòñÿ
σ-àëãåáðà, ñîñòàâëåííàÿ èç ìíîæåñòâ âèäà A ∩ B, B ∈
B(R).

Ïîìèìî èíòåðâàëîâ σ-àëãåáðà B(R) ñîäåðæèò âñå ¾ïðî-
ñòûå¿ ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé: òî÷êè, îòðåçêè, êîíå÷íûå è
áåñêîíå÷íûå ïîëóèíòåðâàëû, èõ äîïîëíåíèÿ, à òàêæå îáú-
åäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ ñ÷åòíûõ íàáîðîâ òàêèõ ìíî-
æåñòâ. Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî σ-àëãåáðà B(R) ñîäåðæèò
ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [a, b], a 6 b. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì
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n ìíîæåñòâî (a − 1/n, b + 1/n) ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó I

èç îïðåäåëåíèÿ 6, ìíîæåñòâî [a, b] =
⋂

n∈N(a− 1/n, b + 1/n)
ïðèíàäëåæèò σ-àëãåáðå σ(I) = B(R).

Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ¾áîðåëåâîñòè¿
êàêîãî-ëèáî ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé R � ïðåäñòàâëåíèå åãî â
âèäå êîìïîçèöèè îïåðàöèé äîïîëíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è îáú-
åäèíåíèÿ, ïðèìåíåííûõ ê ñ÷åòíûì íàáîðàì ïðîñòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ óêàçàííîãî âûøå âèäà. Â òî æå âðåìÿ èç ïðèìåðà
8 ñëåäóåò, ÷òî σ-àëãåáðà B(R) íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ìíîæåñòâà-
ìè, äîïóñêàþùèìè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå!

Çàäà÷à 9. Ïîêàçàòü ïðèíàäëåæíîñòü σ-àëãåáðå B(R)
ìíîæåñòâà âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Áîðåëåâñêèì ÿâëÿåòñÿ äàæå òàêîå ýêçîòè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî, êàê ìíîæåñòâî Êàíòîðà (ñì. [2, ñ. 74]). Âîîáùå, ìîæíî
ñìåëî ñêàçàòü, ÷òî σ-àëãåáðà B(R) ñîäåðæèò âñå ïîäìíîæå-
ñòâà ïðÿìîé R, âîçíèêàþùèå â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè
÷åëîâåêà (ïðè âñåé íåîäíîçíà÷íîñòè ýòîãî ïîíÿòèÿ!). Òåì íå
ìåíåå ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ áîðåëåâñêèìè
(ñì. ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð 9), è èõ íåîáõîäèìî ó÷èòû-
âàòü ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð â îïðåäåëåíèè 6 èìåííî ñåìåéñòâà
èíòåðâàëîâ I êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî σ-àëãåáðó B(R) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Çàäà÷à 10. Ïîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà I â îïðå-
äåëåíèè 6 ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ ïîä-
ìíîæåñòâ ïðÿìîé R:

• ñåìåéñòâî âñåõ îòðåçêîâ [a, b];

• ñåìåéñòâî âñåõ ïîëóèíòåðâàëîâ (a, b] (èëè [a, b));

• ñåìåéñòâî âñåõ ëó÷åé [a,+∞) (èëè (−∞, b]);

• ñåìåéñòâî âñåõ ëó÷åé (a,+∞) (èëè (−∞, b));
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• ñåìåéñòâî âñåõ îòðåçêîâ [a, b] ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöà-
ìè,

ò.å., ïîêàçàòü, ÷òî σ-àëãåáðàè÷åñêèå îáîëî÷êè âñåõ óêàçàí-
íûõ ñåìåéñòâ ñîâïàäàþò ñ σ-àëãåáðàè÷åñêîé îáîëî÷êîé ñå-
ìåéñòâà èíòåðâàëîâ I.
Ïîäñêàçêà: äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ó äâóõ ðàçëè÷íûõ
íàáîðîâ âåêòîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå îäíà è òà æå
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå âåêòîðû
ïåðâîãî íàáîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíûõ êîìáè-
íàöèé âåêòîðîâ âòîðîãî íàáîðà è íàîáîðîò. Ðåøåíèå: [1, ñ.
23]

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 6 áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà
B([0, 1]) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïåðåñå-
÷åíèé ìíîæåñòâ èç B(R) ñ îòðåçêîì [0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî
σ-àëãåáðó B([0, 1]) ìîæíî îïðåäåëèòü è íåçàâèñèìûì îáðà-
çîì.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü A � àëãåáðà ïðîìåæóòêîâ îòðåçêà
[0, 1], ðàññìîòðåííàÿ â ïðèìåðå 5. Ïîêàçàòü, ÷òî σ(A) =
B([0, 1]).

Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ èõ èçìåðèìîñòü, ò.å. âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íîãî ñî-
ïîñòàâëåíèÿ êàæäîìó òàêîìó ìíîæåñòâó íåîòðèöàòåëüíîãî
÷èñëà èëè +∞ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå
ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì îáîáùåíèåì íà σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ ïîíÿòèÿ äëèíû îòðåçêà, èíòåðâàëà è ò.ï. Íèæå
ìû ïîêàæåì (ñì. ïðèìåð 9), ÷òî ïîäîáíîãî îáîáùåíèÿ íà
σ-àëãåáðó âñåõ ïîäìíîæåñòâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé íå ñóùåñòâó-
åò.

Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ
σ-àëãåáðû B([0, 1]), äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìîæíî
íàéòè â [1, 4].

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ PL,
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îïðåäåëåííàÿ íà ýëåìåíòàõ σ-àëãåáðû B([0, 1]) áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â [0, 1], êîòîðàÿ îáëà-
äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) PL(∅) = 0, PL([0, 1]) = 1;

2) PL (
∑

i Bi) =
∑

i PL(Bi) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî èëè
ñ÷åòíîãî íàáîðà {Bi} íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ èç
B([0, 1]);

3) PL([a, b]) = b−a ïðè ëþáûõ a, b ∈ [0, 1], òàêèõ ÷òî a 6 b.

Ýòà ôóíêöèÿ íà σ-àëãåáðå B([0, 1]) íàçûâàåòñÿ ìåðîé Ëå-
áåãà.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ äîêàçàòü, ÷òî èç óêàçàííûõ
ñâîéñòâ ôóíêöèè PL ñëåäóåò, ÷òî

• PL([a, b)) = PL((a, b]) = PL((a, b)) = b− a ïðè ëþáûõ a
è b èç [0, 1], òàêèõ ÷òî a 6 b;

• PL(I[0,1]) = 1, ãäå I[0,1] � ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ
÷èñåë èç [0, 1].

Òàêèì îáðàçîì, ìåðà Ëåáåãà PL � ýòî îáîáùåíèå ïîíÿ-
òèÿ äëèíû îòðåçêà èëè (ïîëó)èíòåðâàëà íà êëàññ áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî σ-àëãåáðó B([0, 1])
â òåîðåìå 3 íåëüçÿ çàìåíèòü íà σ-àëãåáðó Amax([0, 1]) âñåõ
ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0, 1].

Ïðèìåð 9. Ïîñòðîèì ñ÷åòíûé íàáîð {Ak}k∈Z ïîäìíî-
æåñòâ îòðåçêà [0, 1], îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ⋃
k∈ZAk = (0, 1] è Ak ∩ Aj = ∅ äëÿ âñåõ k 6= j;

• ìíîæåñòâî Ak ïîëó÷åíî ñäâèãîì ïî ìîäóëþ 1 èç ìíî-
æåñòâà A0, ò.å. ïîâîðîòîì ýòîãî ìíîæåñòâà íà íåêî-
òîðûé óãîë ïðè îòîæäåñòâëåíèè èíòåðâàëà (0, 1] ñ çà-
ìêíóòûì êðóãîì.
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Åñëè áû ôóíêöèÿ PL èìåëà áû ïðîäîëæåíèå íà
σ-àëãåáðó Amax([0, 1]), îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè 1�3 èç òåî-
ðåìû 3, òî ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî

∑

k∈Z
PL(Ak) = PL((0, 1]) = 1

(â ñèëó ïåðâîãî ñâîéñòâà íàáîðà {Ak}k∈Z), ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò òîìó, ÷òî PL(Ak) = PL(A0) ïðè âñåõ k (â ñèëó âòîðîãî
ñâîéñòâà ýòîãî íàáîðà).

Ýòî íàáëþäåíèå è òåîðåìà 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå ìíîæå-
ñòâà èç íàáîðà {Ak}k∈Z íå ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè.

Áóäåì ñòðîèòü íàáîð {Ak}k∈Z, îòîæäåñòâëÿÿ èíòåðâàë
(0, 1] ñ çàìêíóòûì êðóãîì C. Çàôèêñèðóåì èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî q. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîé òî÷êå x0 ∈ C ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü ñ÷åòíûé íàáîð òî÷åê {xk}k∈Z ⊂ C, ïîëó÷åííûõ èç
òî÷êè x0 ïîâîðîòîì íà óãîë qkπ, ïðè÷åì âñå òî÷êè â ýòîì íà-
áîðå ðàçíûå â ñèëó èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà q. ßñíî, ÷òî äâà
òàêîãî ðîäà íàáîðà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.
Ïîýòîìó êðóã C ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñå-
ìåéñòâà {Tλ}λ∈Λ, ñîñòîÿùåãî èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ
òî÷åê óêàçàííîãî âûøå âèäà (ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Λ ìîæíî
ñ÷èòàòü íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì êðóãà C). Ýòî ñåìåéñòâî
íåñ÷åòíî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî C íåñ÷åòíî, à ïðè êàæäîì
λ ∈ Λ íàáîð Tλ ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê. Äëÿ êàæäî-
ãî λ ∈ Λ èç íàáîðà Tλ âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå yλ. Ïîëîæèì
A0 = {yλ}λ∈Λ. Ïóñòü Ak � ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå èç A0

ïîâîðîòîì íà óãîë qkπ. Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðèòü
âûïîëíåíèå äëÿ íàáîðà {Ak}k∈Z óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ.

Ïîíÿòèå áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû íà ïðÿìîé îáîáùàåò-
ñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà3, â
÷àñòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Rn.

3Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X, äëÿ ëþáûõ
äâóõ ýëåìåíòîâ x è y êîòîðîãî îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå ρ(x, y), îáëàäà-
þùåå ðÿäîì åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ [2].
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Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ìåòðèêîé ρ, U � ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîäìíî-
æåñòâ âèäà

Ur(x) = {y ∈ X | ρ(x, y) < r}, x ∈ X, r > 0,

ò.å. ¾îòêðûòûõ øàðîâ¿ ðàäèóñà r ñ öåíòðîì x. σ-àëãåáðà
σ(U) íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé íà ïðîñòðàíñòâå X
è îáîçíà÷àåòñÿ B(X), à åå ýëåìåíòû � áîðåëåâñêèìè ìíî-
æåñòâàìè.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü X = R2. Ïîêàçàòü, ÷òî σ-àëãåáðà
B(R2) ñîäåðæèò ëþáîé êâàäðàò, à òàêæå ãðàíèöó ýòîãî
êâàäðàòà.

Ïðèìåð 10. Ïóñòü R∞ � ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åííûõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, x3, . . . ) ñ ìåòðè-
êîé ρ(x, y) =

∑+∞
k=1

2−k|xk−yk|
1+|xk−yk| . Áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà B(R∞)

èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïîäðîáíîñòè î
ñâîéñòâàõ ýòîé σ-àëãåáðû ñì. â [4, ñ. 160].

Äðóãèå ïðèìåðû áîðåëåâñêèõ σ-àëãåáð, èñïîëüçóåìûõ â
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿõ, ìîæíî íàéòè â [1, 4].

2. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

Â àêñèîìàòèêå À.Í.Êîëìîãîðîâà âåðîÿòíîñòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà {Ω, A, P}, ñîñòîÿùàÿ èç
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω, íàçûâàåìîãî ìíîæåñòâîì ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ, σ-àëãåáðû A ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíî-
æåñòâà, íàçûâàåìûõ ñîáûòèÿìè, è âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P
íà σ-àëãåáðå A, ò.å. ôóíêöèè P : A → [0, 1], îáëàäàþùåé
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) P(∅) = 0, P(Ω) = 1;

2) P (
∑

iAi) =
∑

i P(Ai) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíî-
ãî íàáîðà {Ai} íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ èç A.
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Ïðèìåð 11. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïðåâðàòèòü ëþáîå ìíî-
æåñòâî Ω â ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íåêîòîðî-
ãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà � ýòî âçÿòü â êà÷åñòâå
σ-àëãåáðû ñîáûòèé A σ-àëãåáðó Amin(Ω) = {∅, Ω}, à â êà-
÷åñòâå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P � ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ
çíà÷åíèÿ 0 è 1 íà ìíîæåñòâàõ ∅ è Ω ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 12. Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð âåðîÿò-
íîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïîñòðîèòü èç ïðîèçâîëüíî-
ãî ìíîæåñòâà Ω, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû ñîáûòèé A

σ-àëãåáðó σ({A}) = {∅, A, A, Ω}, ïîðîæäåííóþ íåêîòîðûì
ïîäìíîæåñòâîì A, îòëè÷íûì îò ∅ è Ω, à â êà÷åñòâå âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðû P � ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ 0, p,
1 − p è 1 íà ìíîæåñòâàõ ∅, A, A è Ω ñîîòâåòñòâåííî, ïðè
ëþáîì p èç [0, 1].

Çàäà÷à 13. Ïðåâðàòèòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî Ω â
ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P ïðèíèìà-
åò íå ìåíåå 5 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 13. Ïóñòü Ω = {ωi}n
i=1 � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî (n 6 +∞). Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó
èñõîäó ωi íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî pi òàê, ÷òî

∑n
i=1 pi = 1.

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû ñîáûòèé σ-àëãåáðó Amax(Ω)
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω è ïîëàãàÿ P(A) =

∑
i:ωi∈A pi

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊆ Ω, ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå äèñêðåòíûì è ïîäðîáíî èçó÷àåìîå â
ýëåìåíòàðíûõ êóðñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Âîïðîñ. Ïî÷åìó â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω
â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû ñîáûòèé íåëüçÿ âûáðàòü σ-àëãåáðó
Amax(Ω) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà?

Îòâåò. Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 9, â ñëó÷àå íåñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà Ω = [0, 1] ôóíêöèè P : Amax(Ω) 7→ [0, 1], óäî-
âëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâàì 1�2 óêàçàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, íå ñóùåñòâóåò.
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âàæíûé ïðè-
ìåð âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåð 14. Ìíîæåñòâî Ω = [0, 1] ñ σ-àëãåáðîé ñîáûòèé
B([0, 1]) è âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé Ëåáåãà PL ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 14. Èñïîëüçóÿ ìåðó Ëåáåãà, ïðåâðàòèòü âåùå-
ñòâåííóþ ïðÿìóþ R â ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì B(R)
� σ-àëãåáðà ñîáûòèé.

Áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ
ìîæíî íàéòè â [4].

3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà
ñ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω = {ωi}n

i=1 è
σ-àëãåáðîé ñîáûòèé Amax(Ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâà-
åòñÿ ëþáàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå. Â îáùåì ñëó÷àå â îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü òðåáîâàíèå èçìåðèìîñòè îòíîñèòåëü-
íî σ-àëãåáðû ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå {Ω, A, P} íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ξ : Ω →
R, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:4

{ω ∈ Ω | ξ(ω) 6 c} ∈ A, ∀c ∈ R,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì èçìåðèìîñòè îòíîñèòåëü-
íî σ-àëãåáðû A èëè, êðàòêî, ñâîéñòâîì A-èçìåðèìîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äèñêðåòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ñâîéñòâî A-èçìåðèìîñòè âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ôóíê-

4Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðà-
âåíñòâà ξ(ω) 6 c ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì ïðè ëþáîì c.
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öèè íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ïîñêîëüêó ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì. Èìåííî
ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà òàêîì âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñâîéñòâî A-èçìåðèìîñòè íå óïîìè-
íàëîñü.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ñâîéñòâî A-èçìåðèìîñòè â îïðåäå-
ëåíèè 8 ñèëüíî ïîðòèò òó ÿñíóþ êàðòèíó, êîòîðàÿ áûëà â
ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî÷åìó â
îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ëþáóþ
ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ?

Ïîïðîáóåì îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ðàññóæäàÿ ñ ïðè-
êëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðåäñòàâèì ñåáå ôèçèêà-òåîðåòèêà,
êîòîðîìó ïîðó÷åíî ðàçðàáîòàòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü
íåêîòîðîãî ôèçè÷åñêîãî óñòðîéñòâà, íàïðÿæåíèå íà âûõî-
äå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (â îáùå÷åëîâå-
÷åñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà). Àíàëèçèðóÿ ôèçè÷åñêèå ïðî-
öåññû, ïðîòåêàþùèå âíóòðè äàííîãî ïðèáîðà, ôèçèê ñòðî-
èò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω, A, P}, îòðàæàþùåå âå-
ðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð ýòèõ ïðîöåññîâ. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì
ñëó÷àéíîå íàïðÿæåíèå íà âûõîäå ïðèáîðà � ýòî ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà U(ω) � ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå îáëàäàåò
ñâîéñòâîì A-èçìåðèìîñòè, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå c, íàïðè-
ìåð c = 36, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω |U(ω) 6 c} íå
ëåæèò â A. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû íå ìîæåì îòâåòèòü íà âîïðîñ
î âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íàïðÿæåíèå íà âûõîäå ïðèáîðà íå
ïðåâîñõîäèò 36B, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω |U(ω) 6 36}
íå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè P! ßñíî, ÷òî ñòà-
òèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ íå ìîæåò îòâåòèòü íà òàêèå
ïðîñòûå âîïðîñû, áåñïîëåçíà (îíà äàæå ìîæåò áûòü âðåäíà
äëÿ çäîðîâüÿ, ïîñêîëüêó 36B � ìàêñèìàëüíîå áåçîïàñíîå
äëÿ ÷åëîâåêà íàïðÿæåíèå!) Ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò,
÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ U(ω), ïðåòåíäóþùàÿ íà ðîëü ñëó÷àéíî-
ãî íàïðÿæåíèÿ íà âûõîäå íàøåãî ãèïîòåòè÷åñêîãî ïðèáîðà,
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äîëæíà áûòü A-èçìåðèìîé.
Äðóãîé âîïðîñ, êîòîðûé äîëæåí áûë áû âîçíèêíóòü ó

âäóì÷èâîãî ÷èòàòåëÿ, � ýòî ÿâíàÿ àñèììåòðèÿ â ïðèâåäåí-
íîì âûøå îïðåäåëåíèè A-èçìåðèìîñòè. Ïî÷åìó â ýòîì îïðå-
äåëåíèè èìåííî 6, à íå <, > èëè >? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå çàäà÷è.

Çàäà÷à 15. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè σ-àëãåáðû A, ïîêà-
çàòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè 8 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå èç
íåðàâåíñòâ <, > èëè >, ò.å., ÷òî ëþáîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ
ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîìó îïðåäåëåíèþ.

Ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà A-èçìåðèìîñòè
ôóíêöèè ξ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
íåðàâåíñòâà ξ(ω) 6 c ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì òîëüêî ïðè ëþáûõ
ðàöèîíàëüíûõ c.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.
Ïðèìåð 15. Ôóíêöèÿ ξ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñ-

õîäîâ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà èç ïðèìåðà 11 ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ôóíê-
öèÿ � êîíñòàíòà, ò.å. îíà ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå
íà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ(ω) ≡ C, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
íåðàâåíñòâà ξ(ω) 6 c ëèáî ïóñòî (åñëè c < C), ëèáî ñîâ-
ïàäàåò ñ Ω (åñëè c > C). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî
óòâåðæäåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Ω ñóùåñòâóþò òàêèå ω1

è ω2, ÷òî ξ(ω1) < ξ(ω2). Åñëè c = 1
2(ξ(ω2) − ξ(ω1)), òî ìíî-

æåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ξ(ω) 6 c ñîäåðæèò ω1, íî íå
ñîäåðæèò ω2, à çíà÷èò, ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì σ-àëãåáðû {∅, Ω}.

Ïðèìåð 16. Ôóíêöèÿ ξ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà èç ïðèìåðà 12 ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ôóíê-
öèÿ ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì îäíî íà ìíî-
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æåñòâå A, à äðóãîå � íà ìíîæåñòâå A.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ(ω) = C1, åñëè ω ∈ A, è ξ(ω) =

C2, åñëè ω ∈ A. Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî
C1 6 C2. Òîãäà

{ω ∈ Ω | ξ(ω) 6 c} =





∅, åñëè c < C1,

A, åñëè C1 6 c < C2,

Ω, åñëè C2 6 c,

ò.å. ïðè ëþáîì c ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ξ(ω) 6 c
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì σ-àëãåáðû {∅,A,A, Ω}. Îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðèìåðå 15.

Ïîñëåäíèå äâà ïðèìåðà ÿâëÿþòñÿ èëëþñòðàöèåé ñëåäóþ-
ùåãî îáùåãî íàáëþäåíèÿ (ïðÿìî âûòåêàþùåãî èç îïðåäåëå-
íèÿ 8): ÷åì áîãà÷å σ-àëãåáðà ñîáûòèé âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, òåì áîãà÷å ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà
ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Èëè, îáðàçíî âûðàæàÿñü, ÷åì áîãà÷å
σ-àëãåáðà ñîáûòèé, òåì ïðîùå çàäàííîé ôóíêöèè íà ìíî-
æåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñòàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ⊆ Ω ôóíêöèþ

χA(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ A,

0, åñëè ω ∈ A,

áóäåì íàçûâàòü èíäèêàòîðíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà A.
Çàäà÷à 16. Ïóñòü {Ω, A, P} � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿò-

íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ χA ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà A ∈ A.

Ñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû èç ïðèìåðà 16 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ξ = C1χA +
C2χA. Âîîáùå, ëþáóþ ôóíêöèþ ξ íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæå-
ñòâå Ω, ïðèíèìàþùóþ êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé íàáîð çíà-
÷åíèé {Ci}n

i=1, (n 6 +∞), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ξ =
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∑n
i=1 CiχAi , ãäå Ai � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ω, íà êî-

òîðîì ôóíêöèÿ ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ci. ßñíî, ÷òî íàáîð
ìíîæåñòâ {Ai}n

i=1 îáðàçóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ω, ò.å. ÷òî
Ai ∩ Aj = ∅ ïðè i 6= j è

⋃n
i=1Ai = Ω.

Çàäà÷à 17. Ïóñòü {Ai}n
i=1 � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ðàç-

áèåíèå ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì Ω � ìíîæå-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, à σ({Ai}n

i=1) � σ-àëãåáðà ñîáû-
òèé. Îõàðàêòåðèçîâàòü êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ýòîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð 17. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
{[0, 1], B([0, 1]), PL} (ïðèìåð 14). ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íà
[0, 1], äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå B([0, 1])-èçìåðèìîñòè,
íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé. Êëàññ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé íà
[0, 1] äîñòàòî÷íî øèðîê, îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè íà [0, 1], à òàêæå âñå ïîòî÷íûå ïðåäåëû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Áîðå-
ëåâñêîé ÿâëÿåòñÿ äàæå ¾ñèëüíî ðàçðûâíàÿ¿ ôóíêöèÿ Äè-
ðèõëå, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0 è 1 íà ìíîæåñòâàõ ðàöèî-
íàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ñëå-
äóåò èç óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 16 è áîðåëåâîñòè ìíîæåñòâà
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, äîêàçàííîé ÷èòàòåëåì â çàäà÷å 9.
Íåáîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1] � ýòî òàêàÿ æå ýêçîòèêà,
êàê íåáîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî íà ýòîì îòðåçêå â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî èìåÿ íåáîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî A ìîæíî ïîñòðîèòü
íåáîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ χA (çàäà÷à 16), à èìåÿ íåáîðåëåâ-
ñêóþ ôóíêöèþ ξ ìîæíî ïîñòðîèòü íåáîðåëåâñêîå ìíîæå-
ñòâî {ω ∈ [0, 1] | ξ(ω) 6 c}, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùåå c. Íåñìîòðÿ
íà ýêçîòè÷íîñòü íåáîðåëåâñêèõ ôóíêöèé, èõ ñóùåñòâîâàíèå
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïî-
äðîáíåå î ñâîéñòâàõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé ìîæíî ïî÷èòàòü
â [1].

Çàäà÷à 18. Ïóñòü CB
v � ñåìåéñòâî âåðòèêàëüíûõ öèëèí-

27



äðîâ èç êâàäðàòà [0, 1]× [0, 1] ñ áîðåëåâñêèì îñíîâàíèåì, ò.å.
ìíîæåñòâ âèäà Cv

B = {(x, y) |x ∈ B, y ∈ [0, 1]}, ãäå B � ïðîèç-
âîëüíîå áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1]. Ïîêàçàòü,
÷òî:5

(i) ñåìåéñòâî CB
v ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé;

(ii) CB
v = Cv ∩B([0, 1]× [0, 1]), ãäå Cv � σ-àëãåáðà âñåõ âåð-

òèêàëüíûõ öèëèíäðîâ èç [0, 1]× [0, 1], ðàññìîòðåííàÿ â
ïðèìåðå 6, à B([0, 1]× [0, 1]) � σ-àëãåáðà âñåõ áîðåëåâ-
ñêèõ ïîäìíîæåñòâ êâàäðàòà [0, 1]× [0, 1] (ñì. îïðåäåëå-
íèå 7);

(iii) ôóíêöèÿ Pc(Cv
B) = PL(B), B ∈ B([0, 1]), ÿâëÿåòñÿ âåðî-

ÿòíîñòíîé ìåðîé íà σ-àëãåáðå CB
v (PL � ìåðà Ëåáåãà).

Êàêèå ôóíêöèè íà [0, 1] × [0, 1] ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âå-
ëè÷èíàìè íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {[0, 1]× [0, 1], CB

v ,
Pc}?

Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðå-
òèòü ñëåäóþùåå, ôîðìàëüíî áîëåå ñèëüíîå, îïðåäåëåíèå
A-èçìåðèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü A � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Ω. Ôóíêöèÿ ξ : Ω → R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé
îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû A, åñëè:

ξ−1(B) .= {ω ∈ Ω | ξ(ω) ∈ B} ∈ A, ∀B ∈ B(R).

Ïîñêîëüêó {ω ∈ Ω | ξ(ω) 6 c} = ξ−1((−∞, c])
èç A-èçìåðèìîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9 ñëåäóåò
A-èçìåðèìîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8. Íåòðèâèàëüíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå âûòåêàåò èç ñëåäóþ-
ùåãî îáùåãî ðåçóëüòàòà.

5Ïóíêò (ii) � çàäà÷à ïîâûøåííîé òðóäíîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ξ � ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íà ïðî-
èçâîëüíîì ìíîæåñòâå Ω, à A � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R òàêîå, ÷òî σ(F) = B(R). Åñëè
ξ−1(B) ∈ A äëÿ ëþáîãî B ∈ F, òî ξ−1(B) ∈ A äëÿ ëþáîãî
B ∈ B(R), ò.å. ôóíêöèÿ ξ ÿâëÿåòñÿ A-èçìåðèìîé â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 9.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ �
ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ¾ìåòîäà ïîäõîäÿùèõ ìíîæåñòâ¿ [4].

Ïóñòü ξ � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ξ−1(B) ∈ A äëÿ ëþáîãî
B ∈ F. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî E êàê ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ B ïðÿìîé R, äëÿ êîòîðûõ ξ−1(B) ∈ A. ßñíî, ÷òî ñå-
ìåéñòâî E âêëþ÷àåò â ñåáÿ F â êà÷åñòâå ïîäñåìåéñòâà è ñî-
äåðæèò ∅ è R (ïîñêîëüêó ξ−1(∅) = ∅ ∈ A è ξ−1(R) = Ω ∈ A).
Èñïîëüçóÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ñîîòíîøåíèÿ

ξ−1
(B)

= ξ−1 (B) è ξ−1

(⋂

i

Bi

)
=

⋂

i

ξ−1(Bi),

ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ R è ëþáî-
ãî íàáîðà {Bi} ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé R, íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî ñåìåéñòâî E ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé. Ïîñêîëüêó σ(F) =
B(R) � ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ñåìåéñòâî F,
çàêëþ÷àåì, ÷òî σ-àëãåáðà E ñîäåðæèò B(R) â êà÷åñòâå
σ-ïîäàëãåáðû. ¤

Âçÿâ â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà F ñåìåéñòâî âñåõ ïîëóèíòåðâà-
ëîâ âèäà (−∞, c] è èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è 10, èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3. A-èçìåðèìîñòü â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8
ðàâíîñèëüíà A-èçìåðèìîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9.

Îïðåäåëåíèå 9 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì, ïîñêîëüêó
äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé âåêòîðíîçíà÷-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ) íà âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω, A, P}, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê
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ôóíêöèè ξ̄ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñî çíà÷åíè-
ÿìè â êàêîì-ëèáî ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X (íàïðèìåð,
â Rn), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì A-èçìåðèìîñòè:

ξ̄−1(B) .= {ω ∈ Ω | ξ̄(ω) ∈ B} ∈ A, ∀B ∈ B(X),

ãäå B(X) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà â X (ñì. îïðåäåëåíèå 7)
[4].
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