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��� 517.5

�ç¥¡®-¬¥â®¤¨ç¥áª®¥ ¯®á®¡¨¥ ¯à¥¤ § ç¥® ¤«ï áâã¤¥-
â®¢ âà¥âì¥£® ªãàá  ä ªã«ìâ¥â®¢ ���� ¨ ���� ���� ¯à¨
¨§ãç¥¨¨ ¨¬¨ ªãàá  \�ãªæ¨® «ìë©   «¨§" ¢ ®á¥¥¬ á¥-
¬¥áâà¥. �®á®¡¨¥ á®¤¥à¦¨â àï¤ ¯à¨¬¥à®¢ â¥®à¥â¨ç¥áª®£® ¨
¯à¨ª« ¤®£® å à ªâ¥à , ¨««îáâà¨àãîé¨å ¢ ¦ë¥ ®¯à¥¤¥-
«¥¨ï ¨ â¥®à¥¬ë ªãàá . �®¨¬ ¨¥ â®© ¨«¨ ¨®© â¥®à¥¬ë
¯à¥¤¯®« £ ¥â ç¥âª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¡ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ãá«®-
¢¨© â¥®à¥¬ë ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¨ ã¬¥¨¥
¯à¨¢¥áâ¨ ª®âà¯à¨¬¥à ¯à¨ ®âª §¥ ®â ª ª®£®-«¨¡® ãá«®¢¨ï
à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© â¥®à¥¬ë. � ¯®á®¡¨¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï â -
ª¨¥ ª®âà¯à¨¬¥àë ª àï¤ã ¢ ¦ëå â¥®à¥¬. �®á«¥ ª ¦¤®£®
¯à¨¬¥à  ¯à¥¤« £ ¥âáï á¢ï§  ï á ®¡áã¦¤ ¥¬®© ¯à®¡«¥¬ â¨-
ª®© § ¤ ç , á ¬®áâ®ïâ¥«ì®¥ à¥è¥¨¥ ª®â®à®© ¯à¨ïâ® à §-
®®¡à §¨â çâ¥¨¥.



§ 1. �®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¨ ¬¥âà¨ç¥áª¨¥
¯à®áâà áâ¢ 

� ¯®¬¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ . �ãáâì
X | ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �¥¬¥©áâ¢® τ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬®-
¦¥áâ¢  X  §ë¢ ¥âáï â®¯®«®£¨¥©, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãî-
é¨¥ á¢®©áâ¢ :

1) X ∈ τ ¨ ∅ ∈ τ ;
2) ¤«ï «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢

{
Uα

∣∣∣ α ∈ A
}
⊂ τ

(§¤¥áì A | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨¤¥ªá®¢) ¢ë¯®«¥®
¢ª«îç¥¨¥

⋃
α∈A

Uα ∈ τ ;

3) ¤«ï «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢
{

Uk

∣∣∣ k ∈ 1, N
}
⊂

⊂ τ (§¤¥áì N | ¯à®¨§¢®«ì®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®) ¢ë¯®«¥®
¢ª«îç¥¨¥

N⋂
k=1

Uk ∈ τ .
�®¦¥áâ¢® X á ¢¢¥¤¥®© ¢ ¥¬ â®¯®«®£¨¥© τ  §ë¢ ¥âáï
â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ¨ ®¡®§ ç ¥âáï (X, τ). �î¡®¥
¬®¦¥áâ¢® á¥¬¥©áâ¢  τ  §ë¢ ¥âáï τ -®âªàëâë¬ (¨«¨ ¯à®áâ®
®âªàëâë¬) ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ (X, τ).

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¡ §ë â®¯®«®£¨¨. �ãáâì (X, τ)
| â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �¥¬¥©áâ¢® ®âªàëâëå ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢ β ⊂ τ  §ë¢ ¥âáï ¡ §®© â®¯®«®£¨¨ τ , ¥á«¨ «î¡®¥
τ -®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¥-
ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¨§ β, â. ¥. ¤«ï «î¡®£® G ∈ τ

áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢®
{

Vα ∈ β
∣∣∣ α ∈ A

}
(§¤¥áì A | ¥ª®-

â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨¤¥ªá®¢), â ª®¥, çâ® G =
⋃

α∈A

Vα.
�ãé¥áâ¢ã¥â á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨© ¡ §ë. �ãáâì X | ¥ª®-

â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �«ï â®£® çâ®¡ë á¥¬¥©áâ¢® β ¯®¤¬®¦¥áâ¢
¬®¦¥áâ¢  X ¡ë«® ¡ §®© ¥ª®â®à®© â®¯®«®£¨¨ τ ¢ X, ¥®¡-
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å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¢ë¯®«¥¨¥ á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå ãá«®¢¨©:
 ) ¤«ï «î¡®£® x ∈ X áãé¥áâ¢ã¥â V ∈ β, â ª®¥, çâ® x ∈ V ,

â. ¥. X =
⋃

V ∈β

V ;

¡) ¤«ï «î¡ëå ¬®¦¥áâ¢ V1 ∈ β ¨ V2 ∈ β ¨ «î¡®£® í«¥¬¥â 
x ∈ V1∩V2 áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® W ∈ β, â ª®¥, çâ® x ∈ W ⊂
⊂ V1 ∩ V2.

�ä®à¬ã«¨àã¥ë¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¥¤¡ §ë â®¯®«®£¨¨. �ãáâì
(X, τ) | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �¥¬¥©áâ¢® ®âªàëâëå
¯®¤¬®¦¥áâ¢ σ ⊂ τ  §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤¡ §®© â®¯®«®£¨¨ τ , ¥á-
«¨ á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå ª®¥çëå ¯¥à¥á¥ç¥¨© ¬®-
¦¥áâ¢ á¥¬¥©áâ¢  σ ®¡à §ã¥â ¡ §ã â®¯®«®£¨¨ τ .

�ãé¥áâ¢ã¥â á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨© ¯à¥¤¡ §ë. �ãáâì X |
¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �«ï â®£® çâ®¡ë á¥¬¥©áâ¢® σ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢ ¬®¦¥áâ¢  X ¡ë«® ¯à¥¤¡ §®© ¥ª®â®à®© â®¯®«®£¨¨ τ
¢ X, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¤«ï «î¡®£® x ∈ X áã-
é¥áâ¢®¢ «® V ∈ σ, â ª®¥, çâ® x ∈ V , â. ¥. X =

⋃
V ∈σ

V .
�¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâ-

à áâ¢  ¨ ¡ §ë â®¯®«®£¨¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¢ [3, £« ¢  II,
§ 5]. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¥¤¡ §ë σ áä®à¬ã«¨à®¢ ® ¢ [5, ¯à¨«®-
¦¥¨¥ A2, á. 412].

�à¨¬¥à 1. �®¯®«®£¨ï ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¯à®áâ-
à áâ¢¥ ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©. �ãáâì X | ¬®-
¦¥áâ¢® ¢á¥å ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©, â. ¥. «î¡®© í«¥-
¬¥â x ∈ X ï¢«ï¥âáï ç¨á«®¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî ¢¨¤ 
x = {x(k)}∞k=1. �à¥¡ã¥âáï ¢¢¥áâ¨ ¢ X â®¯®«®£¨î τ , â ªãî, çâ®
áå®¤¨¬®áâì ¯® íâ®© â®¯®«®£¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1 ⊂
⊂ X ª ç¨á«®¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ y ∈ X (â. ¥. xn

τ→ y ¯à¨
n → ∞) íª¢¨¢ «¥â  ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨: xn(k) → y(k)
¯à¨ n → ∞ ¯à¨ ª ¦¤®¬ k ∈ N. � áá¬®âà¨¬ ¤«ï «î¡ëå x ∈
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∈ X, k ∈ N ¨ ε > 0 ¬®¦¥áâ¢®

V (x, k, ε) =
{

z ∈ X
∣∣∣ |x(k)− z(k)| < ε

}
.

�¡êï¢¨¬ á¨áâ¥¬ã ¬®¦¥áâ¢

σ = { V (x, k, ε) | x ∈ X, k ∈ N, ε > 0}
¯à¥¤¡ §®© ¨áª®¬®© â®¯®«®£¨¨. �®£¤  ¡ §®© β ¨áª®¬®© â®¯®-
«®£¨¨ τ ï¢«ï¥âáï á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå ª®¥çëå ¯¥-
à¥á¥ç¥¨© ¬®¦¥áâ¢ ¨§ σ. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢® G ∈ τ
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢® ¬®¦¥áâ¢
{ Wα ∈ β | α ∈ A} (§¤¥áì A | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨-
¤¥ªá®¢), â ª®¥, çâ® G =

⋃
α∈A

Wα. �à¨ íâ®¬ ¢ª«îç¥¨¥ Wα ∈ β

®§ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â Nα ∈ N,   ¤«ï «î¡®£® n ∈ 1, Nα

áãé¥áâ¢ãîâ xn,α ∈ X, kn,α ∈ N ¨ εn,α > 0, â ª¨¥, çâ® Wα =

=
Nα⋂
n=1

V (xn,α, kn,α, εn,α). �®ª ¦¥¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥ ï â®¯®«®-
£¨ï τ ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨¥© ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ X.

�ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ X áå®¤¨âáï ª y ∈
∈ X ¯® â®¯®«®£¨¨ τ . �®£¤  ¤«ï «î¡®£® G ∈ τ , â ª®£®, çâ®
y ∈ G, áãé¥áâ¢ã¥â N(G) ∈ N, çâ® ¤«ï ¢á¥å n ≥ N(G) ¢ë-
¯®«¥® xn ∈ G. �®§ì¬¥¬ ¤«ï «î¡®£® k ∈ N ¨ ç¨á«  ε > 0
¬®¦¥áâ¢® G = V (y, k, ε). �®£¤  ¤«ï ¢á¥å n ≥ N(G) ¯®«ãç ¥¬
xn ∈ V (y, k, ε), â. ¥. |xn(k)−y(k)| < ε. � ª¨¬ ®¡à §®¬, {xn}∞n=1

áå®¤¨âáï ª y ¯®â®ç¥ç®.
�¡à â®, ¯ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ X áå®¤¨âáï

ª y ∈ X ¯®â®ç¥ç®. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ G ∈ τ , â ª®¥,
çâ® y ∈ G. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â M ∈ N,   ¤«ï «î¡ëå m ∈
∈ 1,M áãé¥áâ¢ãîâ zm ∈ X, km ∈ N ¨ εm > 0, â ª¨¥, çâ® y ∈
∈

M⋂
m=1

V (zm, km, εm) ⊂ G. � ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î ¤«ï «î¡®£® m ∈
∈ 1,M ¢ë¯®«¥® xn(km) → y(km) ¯à¨ n →∞, â® áãé¥áâ¢ã¥â
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Nm ∈ N, â ª®¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å n ≥ Nm ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢®

|xn(km)− y(km)| < εm − |zm(km)− y(km)|.

�¯à¥¤¥«¨¬ § ç¥¨¥ N(G) = max
m=1,M

Nm. �®£¤  ¤«ï «î¡®£®

n ≥ N(G)  å®¤¨¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® m ∈ 1,M ¢ë¯®«¥®
¥à ¢¥áâ¢®

|xn(km)− zm(km)| ≤ |xn(km)− y(km)|+ |y(km)− zm(km)| < εm.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, xn ∈
M⋂

m=1

V (zm, km, εm) ⊂ G ¤«ï «î¡®£® n ≥
≥ N(G), â. ¥. ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 áå®¤¨âáï ª y ¯®
â®¯®«®£¨¨ τ .

� ¯®¬¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¬¥âà¨ª¨ (á¬. â ª¦¥ [3, £« ¢  II,
§ 1, á. 48]). �ãáâì X | ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �ãªæ¨ï ρ: X×
×X → R  §ë¢ ¥âáï ¬¥âà¨ª®© ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ X, ¥á«¨ ¢ë¯®«-
¥ë á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ( ªá¨®¬ë ¬¥âà¨ª¨):

1) ρ(x, y) ≥ 0 ¤«ï ¢á¥å x ∈ X ¨ y ∈ X,   ρ(x, y) = 0 â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x) ¤«ï ¢á¥å x ∈ X ¨ y ∈ X;
3) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z) ¤«ï ¢á¥å x ∈ X, y ∈ X, z ∈ X.

�®¦¥áâ¢® X á ¢¢¥¤¥®© ¢ ¥¬ ¬¥âà¨ª®© ρ  §ë¢ ¥âáï ¬¥â-
à¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ (X, ρ). �âªàëâë¬ (¨«¨ ρ-®âªàëâë¬)
è à®¬ á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ x ∈ X à ¤¨ãá  R > 0  §ë¢ ¥âáï
¬®¦¥áâ¢®

OR(x) =
{

y ∈ X
∣∣∣ ρ(x, y) < R

}
.

�ãáâì βρ | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ®âªàëâëå è à®¢ ¬®¦¥áâ¢  X,
â. ¥.

βρ =
{

OR(x)
∣∣∣ x ∈ X, R > 0

}
.
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�®£¤  á¥¬¥©áâ¢® βρ ï¢«ï¥âáï ¡ §®© ¥ª®â®à®© â®¯®«®£¨¨ τρ ¢
¬®¦¥áâ¢¥ X, ª®â®à ï  §ë¢ ¥âáï ¬¥âà¨ç¥áª®© â®¯®«®£¨¥©.

� ¤ ç . �à®¢¥à¨âì ¤«ï á¥¬¥©áâ¢  βρ ªà¨â¥à¨© ¡ §ë.
�®ª ¦¥¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥ ï   à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¬®¦¥á-

â¢¥ ¢á¥å ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© X â®¯®«®£¨ï τ ¬¥â-
à¨§ã¥¬ , â. ¥. ¯®à®¦¤ ¥âáï ¥ª®â®à®© ¬¥âà¨ª®© ρ, ®¯à¥¤¥«¥-
®©   X (á¬. [3, £« ¢  II, § 5, á. 98]). �¯à¥¤¥«¨¬ ¬¥âà¨ªã  
X á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

ρ(x, y) =
∞∑

k=1

2−k |x(k)− y(k)|
1 + |x(k)− y(k)| ∀x, y ∈ X.

� ¤ ç . �à®¢¥à¨âì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®© äãªæ¨¨ ρ  ªá¨®-
¬ë ¬¥âà¨ª¨.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ X ¯®â®ç¥ç-
® áå®¤¨âáï ª í«¥¬¥âã y ∈ X â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
lim

n→∞
ρ(xn, y) = 0. �ãáâì ¤«ï «î¡®£® k ∈ N ¢ë¯®«¥® xn(k) →

→ y(k) ¯à¨ n → ∞. �¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï «î¡®£® ε > 0 ®¬¥à
M = M(ε), â ª®©, çâ® 2−M < ε. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå x, y ∈ X
¢ë¯®«¥® á®®â®è¥¨¥

∞∑

k=M+1

2−k |x(k)− y(k)|
1 + |x(k)− y(k)| ≤

∞∑

k=M+1

2−k = 2−M < ε.

� ª ª ª áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à N = N(ε), â ª®©, çâ® |xn(k) −
− y(k)| < ε ¤«ï ¢á¥å n > N ¨ ¢á¥å k ∈ 1,M , â® ¯®«ãç ¥¬

ρ(xn, y) ≤
M∑

k=1

2−k |xn(k)− y(k)|
1 + |xn(k)− y(k)| + ε <

M∑

k=1

2−kε + ε < 2ε.

�ãáâì â¥¯¥àì ρ(xn, y) → 0 ¯à¨ n → ∞. �®£¤  ¤«ï «î¡®£®
ε ∈ (0, 1) áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à N = N(ε), â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å
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n > N(ε) ¢ë¯®«¥® ρ(xn, y) < ε. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® k ∈ N
¢ë¯®«¥® |xn(k)− y(k)|

1 + |xn(k)− y(k)| < 2kε.

�®£¤  ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ k ∈ N ¨ «î¡®£® n > N
(
2−kε

)
¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢®

|xn(k)− y(k)|
1 + |xn(k)− y(k)| < ε, â. ¥. |xn(k)− y(k)| < ε

1− ε
,

çâ® ®§ ç ¥â xn(k) → y(k) ¯à¨ n →∞.
�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® â®¯®«®£¨ï τ ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨

¢ X á®¢¯ ¤ ¥â á ¬¥âà¨ç¥áª®© â®¯®«®£¨¥© ¢ X, ¯®à®¦¤ ¥¬®©
¬¥âà¨ª®© ρ. � ç «  ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® x ∈ X ¨ «î-
¡®£® ε > 0 ρ-®âªàëâë© è à Oε(x) = { y ∈ X | ρ(x, y) < ε }
ï¢«ï¥âáï τ -®âªàëâë¬. �ãáâì y ∈ Oε(x). �à¥¡ã¥âáï ¯®ª § âì,
çâ® áãé¥áâ¢ã¥â G ∈ τ , â ª®¥, çâ® y ∈ G ⊂ Oε(x). �ãáâì ∆ =
= ε − ρ(x, y) > 0. �®£¤  ¤«ï δ ∈ (

0, ∆
2

)
¨ ®¬¥à  N ¢¨¤ 

2−N < ∆
2

®¯à¥¤¥«¨¬ G =
N⋂

k=1

V (y, k, δ). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï

«î¡®£® z ∈ G ¯®«ãç ¥¬ |z(k) − y(k)| < δ ¤«ï ¢á¥å k ∈ 1, N .
�âáî¤   å®¤¨¬, çâ®

ρ(z, x) ≤ ρ(z, y) + ρ(y, x) <

<

N∑

k=1

2−kδ +
∞∑

k=N+1

2−k + ρ(y, x) <

< δ + 2−N + ρ(y, x) < ∆ + ρ(y, x) = ε.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®© ρ-®âªàëâë© è à ¢ X ï¢«ï¥âáï τ -®âª-
àëâë¬, çâ® ¢«¥ç¥â τ -®âªàëâ®áâì «î¡®£® ρ-®âªàëâ®£® ¬®-
¦¥áâ¢  ¨§ X.

�ãáâì â¥¯¥àì G | ¯à®¨§¢®«ì®¥ τ -®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®
¢ X. �à¥¡ã¥âáï ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® x ∈ G áãé¥áâ¢ã¥â
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ε > 0, â ª®¥, çâ® Oε(x) ⊂ G. � ª ª ª x ∈ G ∈ τ , â® ¯®
®¯à¥¤¥«¥¨î τ áãé¥áâ¢ãîâ N ∈ N, zi ∈ X, ki ∈ N, εi > 0

¤«ï i ∈ 1, N , â ª¨¥, çâ® x ∈
N⋂

i=1

V (zi, ki, ε) ⊂ G. �®£¤  |x(ki)−
− zi(ki)| < εi ¤«ï ¢á¥å i ∈ 1, N . �¯à¥¤¥«¨¬ ∆i = εi − |x(ki)−
−zi(ki)|. �ãáâì M = max

i∈1,N
ki. �ë¡¥à¥¬ ε > 0 â ª, çâ®¡ë 2Mε <

< 1
2

¨ 2M+1ε < min
i∈1,N

∆i. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® y ∈ Oε(x) ¯®«ãç ¥¬

¤«ï «î¡®£® k ∈ 1,M ¥à ¢¥áâ¢®

|y(k)− x(k)| < 2Mε

1− 2Mε
< 2M+1ε.

�âáî¤  ¤«ï «î¡®£® i ∈ 1, N ¯®«ãç ¥¬ |y(ki) − x(ki)| < ∆i,
çâ® ®§ ç ¥â |y(ki)−zi(ki)| < εi. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á¯à ¢¥¤«¨¢®
¢ª«îç¥¨¥ Oε(x) ⊂

N⋂
i=1

V (zi, ki, ε) ⊂ G. � ª¨¬ ®¡à §®¬, G ï¢-
«ï¥âáï ρ-®âªàëâë¬, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. �â ª, ¤®ª § ®, çâ®
â®¯®«®£¨ï ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ç¨á«®¢ëå
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¬¥âà¨§ã¥¬ .

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ¬¥âà¨ª¨ ρ ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å
ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© X, áå®¤¨¬®áâì ¯® ª®â®à®© íª-
¢¨¢ «¥â  à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨, â. ¥. ¤«ï {xn}∞n=1 ⊂ X
¨ x ∈ X á®®â®è¥¨¥ ρ(xn, x) → 0 ¯à¨ n → ∞ íª¢¨¢ «¥â®
á¢®©áâ¢ã xn(k)

k∈N
⇒ x(k) ¯à¨ n →∞.

�à¨¬¥à 2. �®¯®«®£¨ï ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¯à®áâ-
à áâ¢¥ ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå äãªæ¨©   ®âà¥§ª¥. �ãáâì X
| ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å äãªæ¨© ¢¨¤  x: [0, 1] → R. �à¥¡ã¥âáï
¢¢¥áâ¨ ¢ X â®¯®«®£¨î τ , â ªãî, çâ® áå®¤¨¬®áâì ¯® íâ®© â®-
¯®«®£¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1 ⊂ X ª äãªæ¨¨ y ∈ X
(â. ¥. xn

τ→ y ¯à¨ n →∞) íª¢¨¢ «¥â  ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®á-
â¨ xn(t) → y(t) ¯à¨ n →∞ ¯à¨ ª ¦¤®¬ t ∈ [0, 1]. � áá¬®âà¨¬
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¤«ï «î¡ëå x ∈ X, t ∈ [0, 1] ¨ ε > 0 ¬®¦¥áâ¢®

V (x, t, ε) =
{

z ∈ X
∣∣∣ |x(t)− z(t)| < ε

}
.

�¡êï¢¨¬ á¨áâ¥¬ã ¬®¦¥áâ¢

σ = { V (x, t, ε) | x ∈ X, t ∈ [0, 1], ε > 0}
¯à¥¤¡ §®© ¨áª®¬®© â®¯®«®£¨¨. �®£¤  ¡ §®© β ¨áª®¬®© â®¯®-
«®£¨¨ τ ï¢«ï¥âáï á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå ª®¥çëå ¯¥-
à¥á¥ç¥¨© ¬®¦¥áâ¢ ¨§ σ. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢® G ∈ τ
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢® ¬®¦¥áâ¢
{ Wα ∈ β | α ∈ A}, â ª®¥, çâ® G =

⋃
α∈A

Wα. �à¨ íâ®¬ ¢ª«îç¥-
¨¥ Wα ∈ β ®§ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â Nα ∈ N,   ¤«ï «î¡®£®
n ∈ 1, Nα áãé¥áâ¢ãîâ xn,α ∈ X, tn,α ∈ [0, 1] ¨ εn,α > 0, â -

ª¨¥, çâ® Wα =
Nα⋂
n=1

V (xn,α, tn,α, εn,α). �¯à¥¤¥«¥ ï â®¯®«®£¨ï
τ ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨¥© ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ X. �®ª § -
â¥«ìáâ¢® íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à®¢®¤¨âáï á®¢¥àè¥®   «®-
£¨ç® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¨§ ¯à¨¬¥à  1 (¯à®¢¥¤¨â¥ íâ® ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢®).

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ¯®¤¬®¦¥áâ¢  S ⊂ X, á¥ª¢¥æ¨ «ì®¥
§ ¬ëª ¨¥ ª®â®à®£® ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬. � ¯®¬-
¨¬, çâ® á¥ª¢¥æ¨ «ìë¬ § ¬ëª ¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢  S ¢ â®¯®-
«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ (X, τ)  §ë¢ ¥âáï â ª®¥ ¬®¦¥áâ¢®
cl á¥ª¢. S, çâ® ¤«ï «î¡®£® x ∈ cl á¥ª¢. S áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ Sÿ â ª ï, çâ® xn

τ→ x ¯à¨ n →∞. �ë-
¬¨ á«®¢ ¬¨, á¥ª¢¥æ¨ «ì®¥ § ¬ëª ¨¥ ¬®¦¥áâ¢  S á®áâ®¨â
¨§ â®ç¥ª, ï¢«ïîé¨åáï ¯à¥¤¥« ¬¨ áå®¤ïé¨åáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¥© ¨§ S. �®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ § ¬ëª ¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢  S  §ë-
¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® cl τ S, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ â¥å ¨ â®«ìª® â¥å â®ç¥ª
x ∈ X, çâ® ¤«ï «î¡®£® G ∈ τ , â ª®£®, çâ® x ∈ G, ¢ë¯®«-
¥® G ∩ S 6= ∅. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ § ¬ëª ¨¥
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¬®¦¥áâ¢  S á®áâ®¨â ¨§ â®ç¥ª, «î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì ª®â®àëå
¯¥à¥á¥ª ¥âáï á S.

�¥à¥¬áï ª ¯®áâà®¥¨î ¯à¨¬¥à  ¯®¤¬®¦¥áâ¢  S â®¯®-
«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, τ), à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¢ ¯à¨-
¬¥à¥ 2, á¥ª¢¥æ¨ «ì®¥ § ¬ëª ¨¥ ª®â®à®£® ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á
â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬. �¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢® S á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -
§®¬. �ãªæ¨ï x ∈ S, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â à §¡¨¥¨¥ T = {tk}N

k=0

®âà¥§ª  [0, 1] ¢¨¤  0 = t0 < t1 < . . . < tN = 1, â ª®¥, çâ® £à -
ä¨ª®¬ x   [tk−1, tk] ï¢«ïîâáï ¡®ª®¢ë¥ à¥¡à  à ¢®¡¥¤à¥-
®£® âà¥ã£®«ì¨ª  á ®á®¢ ¨¥¬ [tk−1, tk] ¨ ¢ëá®â®©, à ¢®©
¥¤¨¨æ¥. �ª § ®¥ à §¡¨¥¨¥  §®¢¥¬ à §¡¨¥¨¥¬, ¯®à®¦-
¤ îé¨¬ äãªæ¨î x. �á«®¢® ¬®¦®  §¢ âì S ¬®¦¥áâ¢®¬
¯¨«®®¡à §ëå äãªæ¨©. �®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï y, à ¢ ï
â®¦¤¥áâ¢¥® ã«î   [0, 1], ¯à¨ ¤«¥¦¨â â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ã
¨ ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â á¥ª¢¥æ¨ «ì®¬ã § ¬ëª ¨î S. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ®ªà¥áâ®áâì G äãªæ¨¨
y. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ M ∈ N ¨ ¤«ï «î¡®£® m ∈ 1, M áã-
é¥áâ¢ãîâ zm ∈ X, tm ∈ [0, 1] ¨ εm > 0, â ª¨¥, çâ® y ∈
∈

M⋂
m=1

V (zm, tm, εm) ⊂ G. �®áâà®¨¬ ¯¨«®®®¡à §ãî äãªæ¨î
x ∈ S, ¯®à®¦¤ îé¥¥ à §¡¨¥¨¥ ª®â®à®© á®¤¥à¦¨â ¢á¥ â®çª¨
tm, m ∈ 1,M . �®£¤  x(tm) = 0 = y(tm) ¤«ï ¢á¥å m ∈ 1,M .
�«¥¤®¢ â¥«ì®, x ∈

M⋂
m=1

V (zm, tm, εm) ⊂ G. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
y ∈ cl τ S. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, y ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®â®ç¥çë¬ ¯à¥¤¥«®¬
¨ª ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¨§ S. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì áã-
é¥áâ¢ã¥â {xn}∞n=1 ⊂ Sÿ â ª ï, çâ® xn

τ→ y ¯à¨ n → ∞, â. ¥.
xn(t) → y(t) ¯à¨ n →∞ ¯à¨ ¢á¥å t ∈ [0, 1]. �¤¥áì  ¬ ¯® ¤®-
¡¨âáï á«¥¤ãîé¥¥ á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë �¥¡¥£  ®¡ ®£à ¨ç¥®©
áå®¤¨¬®áâ¨ (á¬. [4, £« ¢  10, á. 293]), ª®â®à®¥ ¨®£¤   §ë¢ -
îâ â¥®à¥¬®© ®¡  ª¢ à¨ã¬¥: ¥á«¨ {fn}∞n=1 | à ¢®¬¥à® ®£à -
¨ç¥ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® �¨¬ ã  
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®âà¥§ª¥ [0, 1] äãªæ¨©, ¯®â®ç¥ç® áå®¤ïé ïáï ª ¨â¥£à¨àã-
¥¬®© ¯® �¨¬ ã   ®âà¥§ª¥ [0, 1] äãªæ¨¨ f , â. ¥. ¤«ï ¢á¥å
t ∈ [0, 1] áãé¥áâ¢ã¥â lim

n→∞
fn(t) = f(t) ¨ áãé¥áâ¢ãîâ ç¨á«  R1

¨ R2, â ª¨¥, çâ® R1 ≤ fn(t) ≤ R2 ¤«ï ¢á¥å t ∈ [0, 1] ¨ n ∈ N
(â. ¥. £à ä¨ª¨ ¢á¥å äãªæ¨© fn  å®¤ïâáï ¢ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª¥

|  ª¢ à¨ã¬¥ [0, 1]× [R1, R2]), â® áãé¥áâ¢ã¥â lim
n→∞

1∫
0

fn(t) dt =

=
1∫
0

f(t) dt. � ª ª ª ¢  è¥¬ á«ãç ¥ äãªæ¨¨ xn ¥¯à¥àë¢ë
¨ à ¢®¬¥à® ®£à ¨ç¥ë (0 ≤ xn(t) ≤ 1 ¯à¨ ¢á¥å t ∈ [0, 1]
¨ n ∈ N), â® ¯® ãª § ®¬ã á«¥¤áâ¢¨î â¥®à¥¬ë �¥¡¥£  ®¡
®£à ¨ç¥®© áå®¤¨¬®áâ¨ (â. ¥. ¯® â¥®à¥¬¥ ®¡  ª¢ à¨ã¬¥) ¯®-

«ãç ¥¬, çâ® 1
2

=
1∫
0

xn(t) dt
n→∞→

1∫
0

y(t) dt = 0 | ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
� ¬¥â¨¬, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ãª § ®£® ¬®¦¥áâ¢  S ¢«¥ç¥â
¥¬¥âà¨§ã¥¬®áâì â®¯®«®£¨¨ ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¯à®áâ-
à áâ¢¥ (X, τ), â ª ª ª ¢ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á¥ª¢¥-
æ¨ «ì®¥ § ¬ëª ¨¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥£¤  á®¢¯ ¤ ¥â á â®¯®«®£¨-
ç¥áª¨¬ (¤®ª ¦¨â¥ íâ®).

� ¤ ç . �®ª § âì, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® S ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®-
áâà áâ¢  (X, ρ) ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨ â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® á¥ª¢¥æ¨ «ì® § ¬ªãâ®.

� ¤ ç . �®ª § âì, çâ® ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 2 â®¯®-
«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X, τ) ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïàë¬ (á¬. [3,
£« ¢  II, § 5, á. 95]), â. ¥. «î¡®¥ ®¤®â®ç¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
¨§ X § ¬ªãâ®, ¨ «î¡ ï â®çª  ¨ ¥ á®¤¥à¦ é¥¥ ¥¥ § ¬ªãâ®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¨§ X ¨¬¥îâ ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ®ªà¥áâ®áâ¨.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ¬¥âà¨ª¨ ρ ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ X ¢á¥å
äãªæ¨© ¢¨¤  x:R→ R, áå®¤¨¬®áâì ¯® ª®â®à®© íª¢¨¢ «¥â-
  à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨, â. ¥. ¤«ï {xn}∞n=1 ⊂ X ¨ x ∈ X
á®®â®è¥¨¥ ρ(xn, x) → 0 ¯à¨ n →∞ íª¢¨¢ «¥â® á¢®©áâ¢ã

12



xn(t)
t∈R
⇒ x(t) ¯à¨ n →∞.

�à¨¬¥à 3. �¥ª¢¥æ¨ «ì® ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ®¤-
®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢    ¤àã£®¥, ¥ ï¢«ïîé¥-
¥áï ¥¯à¥àë¢ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨. �ãáâì (X1, τ1) ¨ (X2, τ2) |
¤¢  â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢ ,   f : X1 → X2 | ¥ª®â®à®¥
®â®¡à ¦¥¨¥. � ¯®¬¨¬, çâ® f  §ë¢ ¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¥-
¯à¥àë¢ë¬ (¨«¨ ¥¯à¥àë¢ë¬ ¯® �¥©¥), ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå
x ∈ X1 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1 ⊂ X1 ¢¨¤  xn

τ1→ x ¯à¨
n → ∞ á«¥¤ã¥â f(xn)

τ2→ f(x) ¯à¨ n → ∞. �â®¡à ¦¥¨¥ f
 §ë¢ ¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨ (¨«¨ ¥¯à¥àë¢ë¬
¯® �®è¨), ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå x ∈ X1 ¨ U ∈ τ2 ¢¨¤  f(x) ∈ U
áãé¥áâ¢ã¥â V ∈ τ1 ¢¨¤  x ∈ V , â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® z ∈
∈ V ¢ë¯®«¥® f(z) ∈ U . �®ª ¦¨â¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦¥¨ï,
çâ® â®¯®«®£¨ç¥áª ï ¥¯à¥àë¢®áâì f ¢«¥ç¥â ¥£® á¥ª¢¥æ¨-
 «ìãî ¥¯à¥àë¢®áâì (â. ¥. ¥¯à¥àë¢®áâì ¯® �®è¨ ¢«¥ç¥â
¥¯à¥àë¢®áâì ¯® �¥©¥). �®ª ¦¥¬   ¯à¨¬¥à¥, çâ® ®¡à â®¥
¥¢¥à®.

� áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® X, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å ¥¯à¥àë¢-
ëå   ®âà¥§ª¥ [0, 1] äãªæ¨© á ¢¥é¥áâ¢¥ë¬¨ § ç¥¨ï¬¨,
«¥¦ é¨¬¨   ®âà¥§ª¥ [0, 1]. �¢¥¤¥¬ ¢ X â®¯®«®£¨î τ ¯®â®-
ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨, ®¯¨á ãî ¢ ¯à¨¬¥à¥ 2. �¯à¥¤¥«¨¬ â ª-
¦¥ ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X, ρ), £¤¥ ¬¥âà¨ª  ρ(x, y) =

=
1∫
0

∣∣x(t)− y(t)
∣∣ dt. � áá¬®âà¨¬ â®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥

I: (X, τ) → (X, ρ) ¢¨¤  I(x) = x ¤«ï «î¡®£® x ∈ X. �®ª ¦¥¬,
çâ® I á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¥¯à¥àë¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ X áå®¤¨âáï ¯®â®ç¥ç® ª y ∈ X
  [0, 1]. � ª ª ª 0 ≤ xn(t) ≤ 1, â® |xn(t) − y(t)| ≤ 2. � ª¦¥
|xn(t) − y(t)| → 0 ¯à¨ n → ∞ ¤«ï ¢á¥å t ∈ [0, 1]. �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, ¯® ã¯®¬ïãâ®¬ã ¢ëè¥ á«¥¤áâ¢¨î ¨§ â¥®à¥¬ë �¥¡¥£ 
®¡ ®£à ¨ç¥®© áå®¤¨¬®áâ¨ [4, £« ¢  10, á. 293] (â¥®à¥¬  ®¡
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 ª¢ à¨ã¬¥ ) ¯®«ãç ¥¬ ρ
(
I(xn), I(y)

)
=

1∫
0

∣∣xn(t)− y(t)
∣∣ dt →

→ 0 ¯à¨ n → ∞. �®ª ¦¥¬, çâ® I ¥ ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥á-
ª¨ ¥¯à¥àë¢ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬. � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® S ⊂
⊂ X ¯¨«®®¡à §ëå äãªæ¨©, ®¯¨á ®¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 2. � ª ª ª
¢ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ G ∈ τ â®¦¤¥áâ¢¥® ã«¥¢®©   [0, 1]
äãªæ¨¨ y ¥áâì â®çª  xG ¬®¦¥áâ¢  S (á¬. ¯à¨¬¥à 2), â®
¯®«ãç ¥¬, çâ® ¤«ï ε0 = 1

2
¨ ¤«ï «î¡®£® G ∈ τ , y ∈ G, áãé¥áâ-

¢ã¥â xG ∈ G ∩ S, â ª®©, çâ® ρ
(
I(xG), I(y)

)
=

1∫
0

xG(t) dt = ε0.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, I â®¯®«®£¨ç¥áª¨ à §àë¢® ¢ â®çª¥ y, â ª ª ª
®¡à § «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ G â®çª¨ y ¢ (X, τ) ¥ á®¤¥à¦¨âáï
¢ ®âªàëâ®¬ è à¥ à ¤¨ãá  ε0 á æ¥âà®¬ ¢ I(y) = y ¢ ¯à®áâ-
à áâ¢¥ (X, ρ).

�àã£®© ¯à¨¬¥à ¯®¤®¡®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ¬®¦® ¯à¨¢¥áâ¨,
à áá¬®âà¥¢ á¯¥æ¨ «ì®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (Y, τ),
®¯¨á ®¥ ¢ [3, £« ¢  II, § 5, á. 91]. �®¦¥áâ¢® Y = [0, 1],
  â®¯®«®£¨ï τ á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ [0, 1],
ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ¯®«ãç ¥âáï ¨§ [0, 1] ¢ë¡à áë¢ ¨¥¬ ª®-
¥ç®£® ¨«¨ áç¥â®£® ç¨á«  â®ç¥ª. � áá¬®âà¨¬ â®¦¤¥áâ¢¥-
®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ I: (Y, τ) → (Y, ρ), £¤¥ ρ(y, z) = |y − z| ¤«ï
«î¡ëå y, z ∈ [0, 1]. �®ª ¦¥¬, çâ® I ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì-
® ¥¯à¥àë¢ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬. �ãáâì ç¨á«®¢ ï ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì {yn}∞n=1 ⊂ Y áå®¤¨âáï ª z ∈ Y ¯® â®¯®«®£¨¨ τ .
� áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® G = Y \{ yn | yn 6= z } ∈ τ , ª®â®à®¥
¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ®áâìî z. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
NG ∈ N, â ª®¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å n ≥ NG ¢ë¯®«¥® yn ∈ G. �«¥-
¤®¢ â¥«ì®, yn = z ¤«ï ¢á¥å m ≥ NG, â ª ª ª G ¥ á®¤¥à¦¨â
í«¥¬¥â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {yn}∞n=1, ¥ à ¢ëå z. � ª¨¬
®¡à §®¬, I(yn) = I(z) ¤«ï ¢á¥å n ≥ NG, â. ¥. ρ(I(yn), I(z)) = 0
¤«ï ¢á¥å n ≥ NG. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤«ï «î¡®£® ¨â¥à¢ -
«  J = (α, β) ⊂ [0, 1], â ª®£®, çâ® [0, 1]\J ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®,
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¯®«ãç ¥¬ I−1(J) = J 6∈ τ . � ç¨â, ¯à®®¡à § ®âªàëâ®£® ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢  ¨§ (Y, ρ) ¥ ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ¢ (Y, τ). �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, I ¥ ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨ ¥¯à¥àë¢ë¬ ®â®¡à -
¦¥¨¥¬, â ª ª ª ¯® â¥®à¥¬¥ 6 ¨§ [3, £« ¢  II, § 5, á. 92] â®¯®-
«®£¨ç¥áª ï ¥¯à¥àë¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï f : (X1, τ1) → (X2, τ2)
íª¢¨¢ «¥â  â®¬ã, çâ® ¯à®®¡à § «î¡®£® τ2-®âªàëâ®£® ¬®-
¦¥áâ¢  ¨§ X2 ï¢«ï¥âáï τ1-®âªàëâë¬ ¢ X1.

� ¤ ç . �ãáâì ®â®¡à ¦¥¨¥ f : (Y, ρ) → (Z, τ) ¬¥âà¨ç¥á-
ª®£® ¯à®áâà áâ¢  (Y, ρ) ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (Z, τ)
á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¥¯à¥àë¢®. �®ª § âì, çâ® f ¡ã¤¥â â®¯®«®£¨-
ç¥áª¨ ¥¯à¥àë¢ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬.

�à¨¬¥à 4. �à¨â¥à¨© ¥á¥¯ à ¡¥«ì®áâ¨ ¬¥âà¨ç¥áª®£®
¯à®áâà áâ¢ . �ãáâì (X, ρ) { ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. � -
¯®¬¨¬ [3, £« ¢  I, § 2, á. 59], çâ® (X, ρ)  §ë¢ ¥âáï á¥¯ à -
¡¥«ìë¬, ¥á«¨ ¢ X áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â®¥ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢®. �¯à ¢¥¤«¨¢® á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥ ¥á¥¯ à ¡¥«ì-
®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  (X, ρ): ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥áç¥â®¥ ¬®-
¦¥áâ¢® A ⊂ X ¨ ç¨á«® ε > 0, â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå a1 ∈
∈ A, a2 ∈ A, a1 6= a2 ¢ë¯®«¥® ρ(a1, a2) ≥ ε, â® (X, ρ) ¥
ï¢«ï¥âáï á¥¯ à ¡¥«ìë¬. �®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï
¬®¦®  ©â¨ ¢ [3, £« ¢  I, § 2, á. 60]. �¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â-
®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥: ¥á«¨ ¯à®áâà áâ¢® (X, ρ), á®¤¥à¦ é¥¥ ¡¥á-
ª®¥ç®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â®¢, ¥ á¥¯ à ¡¥«ì®, â® áãé¥áâ¢ãîâ
¥áç¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢® A ⊂ X ¨ ç¨á«® ε > 0, â ª¨¥, çâ® ¤«ï
«î¡ëå a1 ∈ A, a2 ∈ A, a1 6= a2, ¢ë¯®«¥® ρ(a1, a2) ≥ ε. �®-
ª ¦¥¬ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. �à¨¢¥¤¥®¥ ¨¦¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
¯à¥¤«®¦¨« áâã¤¥â 474 £àã¯¯ë ���� �. � ¤§ï.

�®¦¥áâ¢® A ⊂ X  §®¢¥¬ ε-à §à¥¦¥ë¬ ¤«ï ¥ª®â®à®-
£® ε > 0, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå a1 ∈ A, a2 ∈ A, a1 6= a2, ¢ë¯®«¥®
ρ(a1, a2) ≥ ε. �ãáâì (X, ρ) ¥ á¥¯ à ¡¥«ì® ¨ á®¤¥à¦¨â ¡¥á-
ª®¥ç®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â®¢. �à¥¤¯®«®¦¨¬, à ááã¦¤ ï ®â ¯à®-
â¨¢®£®, çâ® ¤«ï «î¡®£® ε > 0 «î¡®¥ ε-à §à¥¦¥®¥ ¯®¤¬®-
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¦¥áâ¢® ¨§ X ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®. �«ï «î¡®£® k ∈ N ®¡®§ -
ç¨¬ εk = 1

k
¨ à áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® Pk ¢á¥å εk-à §à¥¦¥ëå

¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¨§ X. �á®, çâ® ¤«ï «î¡®£® k ∈ N ¢ë¯®«¥®
Pk 6= ∅, â ª ª ª ¤«ï «î¡®£® x ∈ X ®¤®â®ç¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®
{x} ∈ Pk. � áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¨¬ Pk ®â®á¨â¥«ì® â¥®à¥â¨ª®-
¬®¦¥áâ¢¥®£® ¢ª«îç¥¨ï.

� ¯®¬¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥®£® ¬®¦¥á-
â¢  P. �®¢®àïâ, çâ® ¬®¦¥áâ¢® P ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥® ®â-
®á¨â¥«ì® ¡¨ à®£® ®â®è¥¨ï ≤, ¥á«¨ ¢ë¯®«ïîâáï á«¥-
¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

1) a ≤ a ¤«ï «î¡®£® a ∈ P;
2) ¥á«¨ ¤«ï a, b ∈ P ¢ë¯®«¥ë a ≤ b ¨ b ≤ a, â® a = b;
3) ¥á«¨ ¤«ï a, b, c ∈ P ¢ë¯®«¥ë a ≤ b ¨ b ≤ c, â® a ≤ c.

�®¤¬®¦¥áâ¢® S ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢  P  -
§ë¢ ¥âáï «¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®© ¯ àë
í«¥¬¥â®¢ a, b ∈ S ¢ë¯®«ï¥âáï å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ãá«®¢¨© a ≤ b
¨«¨ b ≤ a.

�¯à¥¤¥«¥¨ï ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢  P ¨ ¥£®
«¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  S ¬®¦® ¯®á¬®âà¥âì
¢ [5, ¯à¨«®¦¥¨¥ A1, á. 412].

� ¬ ¯® ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  � ãá¤®àä  ® ¬ ªá¨-
¬ «ì®áâ¨ (á¬. [5, ¯à¨«®¦¥¨¥ A1, á. 412]): ª ¦¤®¥ ¥¯ãáâ®¥
ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® P á®¤¥à¦¨â ¬ ªá¨¬ «ì-
®¥ «¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®, â. ¥. â ª®¥ ¥¯ãá-
â®¥ «¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® S, ª®â®à®¥ ¥ ï¢«ï-
¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ ¨ª ª®£® ¤àã£®£® «¨¥©®
ã¯®àï¤®ç¥®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  P.

�® â¥®à¥¬¥ � ãá¤®àä  ® ¬ ªá¨¬ «ì®áâ¨, ¢ ç áâ¨ç® ã¯®-
àï¤®ç¥®¬ ®â®á¨â¥«ì® â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®£® ¢ª«î-
ç¥¨ï ¬®¦¥áâ¢¥ Pk áãé¥áâ¢ã¥â ¬ ªá¨¬ «ì®¥ «¨¥©® ã¯®-
àï¤®ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Sk. �¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢® Ak =
=

⋃
A∈Sk

A. � ¬¥â¨¬, çâ® Ak ï¢«ï¥âáï εk-à §à¥¦¥ë¬. �¥©áâ-
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¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì a′ ∈ Ak, a′′ ∈ Ak, a′ 6= a′′. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ
A′ ∈ Sk ¨ A′′ ∈ Sk, â ª¨¥, çâ® a′ ∈ A′, a′′ ∈ A′′. � ª ª ª Sk

«¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥® ®â®á¨â¥«ì® â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥-
®£® ¢ª«îç¥¨ï, â® «¨¡® A′ ⊂ A′′, «¨¡® A′′ ⊂ A′. �ãáâì ¡¥§
®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ A′ ⊂ A′′. �®£¤  a′ ¨ a′′ ¯à¨ ¤«¥¦ â
¬®¦¥áâ¢ã A′′, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï εk-à §à¥¦¥ë¬. �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢® ρ(a′, a′′) ≥ εk, â. ¥. Ak ï¢«ï-
¥âáï εk-à §à¥¦¥ë¬. �âáî¤ , ¢ á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï, ¯®«ã-
ç ¥¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® Ak ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®.

�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â x ∈ X\Ak, â ª®¥, çâ® ρ(x, a) ≥ εk ¤«ï
¢á¥å a ∈ Ak, â®, à áá¬®âà¥¢ ¬®¦¥áâ¢® B = Ak ∪ {x}, ¯®«ã-
ç¨¬ B ∈ Pk, B 6∈ Sk ¨ A ⊂ B ¤«ï «î¡®£® A ∈ Sk. �®«ãç ¥¬
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¬ ªá¨¬ «ì®áâìî Sk. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î-
¡®£® x ∈ X áãé¥áâ¢ã¥â a = a(x) ∈ Ak, â ª®¥, çâ® ρ(x, a) < εk.
�¯à¥¤¥«¨¢ ¬®¦¥áâ¢® A =

⋃
k∈N

Ak, ¯®«ãç¨¬, çâ® A ï¢«ï¥â-

áï áç¥âë¬ (ª ª áç¥â®¥ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥âëå
¬®¦¥áâ¢) ¨ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¢ X. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡®-
£® x ∈ X ¨ «î¡®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â k ∈ N, â ª®¥, çâ® εk < ε,
¨ áãé¥áâ¢ã¥â ak ∈ Ak ⊂ A, â ª®¥, çâ® ρ(x, ak) < εk < ε.
�®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¥á¥¯ à ¡¥«ì®áâìî (X, ρ).

� ¤ ç . �®ª § âì, çâ® «î¡®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ-
¢® á¥¯ à ¡¥«ì®£® ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  â®¦¥ ï¢«ï¥âáï
á¥¯ à ¡¥«ìë¬.

�à¨¬¥à 5. �®«®¥ ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨ ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì ¢«®¦¥ëå § ¬ªãâëå è à®¢ ¢ ¥¬, ¨¬¥î-
é¨å ¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥. �ãáâì (X, ρ) | ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâ-
à áâ¢®. �§¢¥áâ®, çâ® (X, ρ) ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬ â®£¤  ¨ â®«ì-
ª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ¥¬ ¢áïª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¢«®¦¥ëå
§ ¬ªãâëå è à®¢, à ¤¨ãáë ª®â®àëå áâà¥¬ïâáï ª ã«î, ¨¬¥¥â
¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ (á¬. [3, £« ¢  II, § 3, á. 69 ]). �®ª ¦¥¬,
çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ è à®¢ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯ãáâë¬, ¥á«¨ à ¤¨ãáë
¥ áâà¥¬ïâáï ª ã«î (á¬. [2, £« ¢  12, á. 201]). � áá¬®âà¨¬
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X = N, ¢ ª®â®à®¬ ¬¥âà¨ª  § ¤   ä®à¬ã«®© ρ(m,n) = 1 +
+ 1

m+n
¯à¨ m 6= n. �®ª ¦¥¬, çâ® (N, ρ) ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬. �á«¨

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {nk}∞k=1 ï¢«ï¥âáï ρ-äã¤ ¬¥â «ì®©, â®
áãé¥áâ¢ã¥â N ∈ N, â ª®¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å k, s ≥ N ¢ë¯®«¥®
ρ(nk, ns) < 1. �á«¨ nk 6= ns, â® ρ(nk, ns) > 1. �«¥¤®¢ â¥«ì-
®, nk = ns = m. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢áïª ï äã¤ ¬¥â «ì ï
¢ (N, ρ) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ï¢«ï¥âáï áâ æ¨® à®© á ¥ª®â®-
à®£® ®¬¥à ,   § ç¨â, áå®¤ïé¥©áï. � «¥¥, ¤«ï «î¡®£® n ∈
∈ N à áá¬®âà¨¬ § ¬ªãâë© è à á æ¥âà®¬ ¢ n ¨ à ¤¨ãá®¬
rn = 1 + 1

2n
, â. ¥. Brn(n) =

{
m ∈ N

∣∣∣ ρ(m,n) ≤ rn

}
. �®£-

¤  ç¨á«® m ∈ N, ¥ à ¢®¥ n, ¯à¨ ¤«¥¦¨â Brn(n) â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  1 + 1

m+n
≤ 1 + 1

2n
, â. ¥. m ≥ n. � ª¨¬

®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® Brn(n) = {m}∞m=n. �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, Brn(n) ⊃ Brn+1(n + 1) ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, â. ¥. è àë
ï¢«ïîâáï ¢«®¦¥ë¬¨, ¯à¨ íâ®¬

∞⋂
n=1

Brn(n) =∅.
� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¯®-

á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì § ¬ªãâëå ®£à ¨ç¥ëå ã¡ë¢ îé¨å ¯®
¢ª«îç¥¨î ¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢, ¨¬¥îé¨å ¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥.

�à¨¬¥à 6. �¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¢ ª®â®à®¬ è à
¡®«ìè¥£® à ¤¨ãá  ¬®¦¥â ®ª § âìáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢®¬ è à  ¬¥ìè¥£® à ¤¨ãá . � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢®
¯®«®¦¨â¥«ìëå à æ¨® «ìëå ç¨á¥« Q+, ¬¥âà¨ªã ¢ ª®â®à®¬
®¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

ρ

(
m1

n1

,
m2

n2

)
=

{ 1
n1

+ 1
n2

, m1

n1
6= m2

n2
,

0 , m1

n1
= m2

n2
,

£¤¥ mk ¨ nk |  âãà «ìë¥ ç¨á« ,   ¤à®¡ì mk

nk
¥á®ªà â¨¬ ,

k = 1, 2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®¯à¥¤¥«¥ ï   Q+ × Q+ äãªæ¨ï
ρ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬¥âà¨ª¨ [3, £« ¢  II, § 1, á. 48].
�«ï «î¡®£® z ∈ Q+ ¨ ç¨á«  r > 0 ®¯à¥¤¥«¨¬ ®âªàëâë©
è à Or(z) = { w ∈ Q+ | ρ(z, w) < r }. � áá¬®âà¨¬ è à
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O2(1). �á®, çâ® m
n
∈ O2(1) ¨ m

n
6= 1, ¥á«¨ 1 + 1

n
< 2, â. ¥.

n > 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, O2(1) = Q+\{2, 3, 4, . . .}. � áá¬®âà¨¬
è à Or

(
1
2

)
¤«ï 0 < r < 2. �¨á«® m

n
∈ Or

(
1
2

)
¨ m

n
6= 1

2
,

¥á«¨ 1
2

+ 1
n

< r. � ª ª ª 1
2

+ 1
n
≤ 3

2
¤«ï ¢á¥å n ∈ N, â® ¯à¨

r > 3
2

¯®«ãç ¥¬ Or

(
1
2

)
= Q+. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£®

r ∈ (
3
2
, 2

)
è à O2(1) ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬

è à  Or

(
1
2

)
.

� ¤ ç . �®ª § âì, çâ® ¢ «¨¥©®¬ ®à¬¨à®¢ ®¬ ¯à®áâ-
à áâ¢¥ è à ¡®«ìè¥£® à ¤¨ãá  ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á®¡áâ¢¥ë¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ è à  ¬¥ìè¥£® à ¤¨ãá .

�à¨¬¥à 7. �¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¯à¥¤-
áâ ¢¨¬®¥ ¢ ¢¨¤¥ áç¥â®£® ®¡ê¥¤¨¥¨ï § ¬ªãâëå ¨£¤¥ ¥
¯«®âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢. � ¯®¬¨¬, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¬¥â-
à¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢   §ë¢ ¥âáï ¨£¤¥ ¥ ¯«®âë¬, ¥á«¨
¥£® § ¬ëª ¨¥ ¨¬¥¥â ¯ãáâãî ¢ãâà¥®áâì. � ¯®¬¨¬ â ª¦¥
â¥®à¥¬ã �íà  (á¬. [3, £« ¢  II, § 3, á. 70]): ¯®«®¥ ¬¥âà¨ç¥áª®¥
¯à®áâà áâ¢® ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥® ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨¥-
¨ï áç¥â®£® ç¨á«  á¢®¨å ¨£¤¥ ¥ ¯«®âëå ¬®¦¥áâ¢. �ãáâì
(X, ‖ · ‖) { «¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �á«¨ ®®
¯®«®¥ (â. ¥. ¡  å®¢®), â® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �íà  ®® ¥ ¬®-
¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥® ¢ ¢¨¤¥ áç¥â®£® ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¨£¤¥ ¥
¯«®âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢. � áá¬®âà¨¬ ¥¯®«®¥ «¨¥©®¥ ®à-
¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X, ‖ · ‖) = (`1, ‖ · ‖`2), £¤¥ X = `1,  
®à¬  ‖·‖ ï¢«ï¥âáï `2-®à¬®©, â. ¥. ‖x‖ = ‖x‖`2 =

√ ∞∑
n=1

|x(n)|2
¤«ï «î¡®£® x ∈ `1. �â® ¯à®áâà áâ¢® ¥¯®«®. �¥©áâ¢¨â¥«ì-
®, à áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xm}∞m=1 ⊂ `1 ¢¨¤ 

xm(n) =





1
n

, n ∈ 1,m,

0 , n > m.

�®£¤  ¢ á¨«ã áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤ 
∞∑

n=1

1
n2 ¤«ï «î¡®£® ε > 0 áã-
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é¥áâ¢ã¥â N(ε) ∈ N, â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå m > N(ε) ¨ p ∈ N
¢ë¯®«¥® ‖xm+p − xm‖`2 <

√
∞∑

n=m+1

1
n2 < ε. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xm}∞m=1 äã¤ ¬¥â «ì  ¢ (`1, ‖ · ‖`2).
�¤ ª® ®  ï¢«ï¥âáï à áå®¤ïé¥©áï ¢ (`1, ‖ · ‖`2). �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ y:N → R ¢¨¤  y(n) = 1

n
¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

�®£¤  ‖xm − y‖ → 0 ¯à¨ m → ∞,   y 6∈ X. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
(X, ‖ · ‖) ¥ ¯®«®.

�à¥¤áâ ¢¨¬ (`1, ‖ · ‖`2) ¢ ¢¨¤¥ áç¥â®£® ®¡ê¥¤¨¥¨ï § -
¬ªãâëå ¨£¤¥ ¥ ¯«®âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢. � áá¬®âà¨¬ ¤«ï
«î¡®£® n ∈ N ¬®¦¥áâ¢®

Fn =

{
x ∈ `1

∣∣∣∣∣ ‖x‖`1 =
∞∑

k=1

|x(k)| ≤ n

}
.

� ª ª ª ¤«ï «î¡®£® x ∈ `1 ¢ë¯®«¥® ‖x‖`1 < +∞, â® ¤«ï
«î¡®£® x ∈ `1 áãé¥áâ¢ã¥â n = n(x) ∈ N, â ª®¥, çâ® n ≥ ‖x‖`1 .
�«¥¤®¢ â¥«ì®, á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® `1 =

∞⋃
n=1

Fn.
�®ª ¦¥¬, çâ® Fn § ¬ªãâ® ¢ (`1, ‖ · ‖`2) ¤«ï «î¡®£® n ∈ N.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xm}∞m=1 ⊂ Fn ¨ áã-
é¥áâ¢ã¥â z ∈ `1, â ª®¥, çâ® ‖xm−z‖`2 → 0 ¯à¨ m →∞, â® ¤«ï
«î¡®£® k ∈ N ¯®«ãç ¥¬ xm(k) → z(k) ¯à¨ m → ∞. �â® á«¥-
¤ã¥â ¨§ ®æ¥ª¨ |xm(k)− z(k)| ≤ ‖xm− z‖`2 ¤«ï «î¡®£® k ∈ N.
� ª ª ª ¤«ï «î¡®£® K ∈ N ¢ë¯®«¥®

K∑
k=1

|xm(k)| ≤ ‖xm‖`1 ≤
≤ n, â®, ¯¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ m →∞ ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬
¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬ K ∈ N, ¯®«ãç ¥¬

K∑
k=1

|z(k)| ≤ n. �«¥-

¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ K →∞ ¯®«ãç ¥¬
∞∑

k=1

|z(k)| = ‖z‖`1 ≤ n, â. ¥.
z ∈ Fn. � ª¨¬ ®¡à §®¬, § ¬ªãâ®áâì Fn ¤®ª §  .
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�®ª ¦¥¬, çâ® Fn ¨£¤¥ ¥ ¯«®â® ¢ (`1, ‖ · ‖`2). � ª ª ª
Fn § ¬ªãâ®, â® ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® Fn ¨¬¥¥â ¯ãáâãî
¢ãâà¥®áâì. �ãáâì x ∈ Fn ¨ ç¨á«® r > 0. �ãé¥áâ¢ã¥â m ∈
∈ N, â ª®¥, çâ®

√
∞∑

k=m

1
k2 < r. � «¥¥, áãé¥áâ¢ã¥â s > m, â ª®¥,

çâ®
s∑

k=m

1
k

> 2n. �¯à¥¤¥«¨¬ z ∈ `1 ¢¨¤ 

z(k) =





1
k
, m ≤ k ≤ s,

0 , k < m ¨«¨ k > s.

�ãáâì y = x + z ∈ X. �®£¤  ‖y − x‖`2 = ‖z‖`2 <

√
∞∑

k=m

1
k2 <

< r,   ‖y‖`1 ≥ ‖z‖`1 − ‖x‖`1 > 2n − n = n, â. ¥. y 6∈ Fn.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® x ∈ Fn «î¡®© ®âªàëâë© è à ¨§
(`1, ‖ · ‖`2) á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ x ¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ Fn, çâ® ¨
âà¥¡®¢ «®áì ¯®ª § âì.

� ¤ ç . �ãáâì ¬®¦¥áâ¢® X áç¥â®,   ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâ-
à áâ¢® (X, ρ) ¥ á®¤¥à¦¨â ¨§®«¨à®¢ ëå â®ç¥ª. �®ª § âì,
çâ® (X, ρ) ¥ ¯®«®.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à áç¥â®£® ¯®«®£® ¬¥âà¨ç¥áª®-
£® ¯à®áâà áâ¢  (X, ρ).

�à¨¬¥à 8. � §¨á � ¬¥«ï ¢ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.
�ãáâì X { ¥ã«¥¢®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �®¦¥áâ¢® ¢¥ª-
â®à®¢ G ⊂ X  §ë¢ ¥âáï ¡ §¨á®¬ � ¬¥«ï ¢ X, ¥á«¨ «î¡®©
¢¥ªâ®à ¨§ X ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢ ¢¨¤¥ ª®-
¥ç®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ G (á¬. [3, £« ¢  III,
§ 1, á. 123]). �®ª ¦¥¬, çâ® ¢ X áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á � ¬¥«ï.
�ãáâì ¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à e1 ∈ X. �ãáâì L1 = Lin{e1} { ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® ¢ X. �á®, çâ® G1 = {e1} ⊂ L1 { ¡ §¨á � ¬¥-
«ï ¢ L1. � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® P, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ í«¥¬¥â®¢
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¢¨¤  (L,GL), £¤¥ L ⊂ X { ¯®¤¯à®áâà áâ¢®,   GL ⊂ L { ¡ -
§¨á � ¬¥«ï ¢ L. � ª ª ª (L1,G1) ∈ P, â® P 6= ∅. �ª ¦¥¬,
çâ® (L′, G′) ∈ P ¨ (L′′, G′′) ∈ P ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ®â®è¥¨î
(L′,G′) ≤ (L′′, G′′), ¥á«¨ L′ ⊂ L′′ ¨ G′ ⊂ G′′. � áâ¨ç® ã¯®àï-
¤®ç¨¬ P ®â®á¨â¥«ì® ®â®è¥¨ï ≤. �® â¥®à¥¬¥ � ãá¤®àä 
® ¬ ªá¨¬ «ì®áâ¨ [5, ¯à¨«®¦¥¨¥ A1, á. 412], ¢ P áãé¥áâ-
¢ã¥â ¬ ªá¨¬ «ì®¥ «¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® S.
�¯à¥¤¥«¨¬ M =

⋃
(L,GL)∈S

L ¨ G =
⋃

(L,GL)∈S

GL. �®ª ¦¥¬, çâ®

M = X,   G { ¡ §¨á � ¬¥«ï ¢ X. �á®, çâ® M | ¯®¤¯à®áâ-
à áâ¢® ¢ X. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ «¨¥©®© ã¯®àï¤®ç¥®áâ¨ S.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ x′ ¨ x′′ ¯à¨ ¤«¥¦ â M, â® áãé¥áâ¢ãîâ
(L′,G′) ¨ (L′′,G′′) ¨§ S, â ª¨¥, çâ® x′ ∈ L′, x′′ ∈ L′′. � á¨-
«ã «¨¥©®© ã¯®àï¤®ç¥®áâ¨ S ¡¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨
¬®¦® áç¨â âì, çâ® (L′,G′) ≤ (L′′,G′′). �«¥¤®¢ â¥«ì®, L′ ⊂
⊂ L′′, â®£¤  x′ ∈ L′′ ¨ x′′ ∈ L′′. � ª ª ª L′′ | ¯®¤¯à®áâà áâ¢®
¢ X, â® α′x′ + α′′x′′ ∈ L′′ ⊂ M ¤«ï «î¡ëå áª «ïà®¢ α′ ¨ α′′.
�®ª ¦¥¬ ¤ «¥¥, çâ® G | ¡ §¨á � ¬¥«ï ¢ M. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¤«ï «î¡®£® x ∈ M áãé¥áâ¢ã¥â (L′,G′) ∈ S, â ª®¥, çâ® x ∈
∈ L′. �«¥¤®¢ â¥«ì®, x ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢
¢¨¤¥ ª®¥ç®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ G′ ⊂ G. �á-
«¨  ©¤¥âáï ¤àã£®© í«¥¬¥â (L′′,G′′) ∈ S, â ª®©, çâ® x ∈ L′′,
â® ¢ á¨«ã «¨¥©®© ã¯®àï¤®ç¥®áâ¨ S ¡¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é-
®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® (L′,G′) ≤ (L′′,G′′). �®£¤  G′ ⊂ G′′.
� ª ª ª G′′ | ¡ §¨á � ¬¥«ï ¢ L′′, â® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ x ¢ ¢¨-
¤¥ ª®¥ç®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ G′′ á®¢¯ ¤¥â á
¥£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ ¢ ¢¨¤¥ ª®¥ç®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨
í«¥¬¥â®¢ G′. �â ª, «î¡®© x ∈ M ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¤¨áâ¢¥ë¬
®¡à §®¬ ¢ ¢¨¤¥ ª®¥ç®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ G,
çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. �®ª ¦¥¬  ª®¥æ, çâ® M = X. �á«¨ íâ®
¥ â ª, â® áãé¥áâ¢ã¥â e ∈ X\M. �¯à¥¤¥«¨¬ L = M + Lin{e},
GL = G∪{e}. � ª ª ª M∩Lin{e} = {0}, â® ¤«ï «î¡®£® x ∈ L
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áãé¥áâ¢ãîâ ¥¤¨áâ¢¥ë¥ y ∈ M ¨ z ∈ Lin{e}, â ª¨¥, çâ®
x = y + z. � ª ª ª y ∈ M ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à -
§®¬ ¢ ¢¨¤¥ ª®¥ç®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ G, â®
¯®«ãç ¥âáï, çâ® x ∈ L ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢
¢¨¤¥ ª®¥ç®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ GL. �«¥¤®-
¢ â¥«ì®, GL | ¡ §¨á � ¬¥«ï ¢ L. �à¨ íâ®¬ ¯® ¯®áâà®¥¨î
(L′,G′) ≤ (L, GL) ¤«ï «î¡®£® (L′,G′) ∈ S. �® ¢ á¨«ã e 6∈ M

¯®«ãç ¥¬ (L,GL) 6∈ S. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬ ªá¨¬ «ì®áâ¨ S.
�â ª, M = X, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ¡¥áª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£®
®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¨¬¥îé¥£® áç¥âë© ¡ §¨á � -
¬¥«ï.

�®¦¥â «¨ ¯®«®¥ ¡¥áª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ®à¬¨à®-
¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨¬¥âì áç¥âë© ¡ §¨á � ¬¥«ï ? �®ª ¦¥¬,
çâ® ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ®âà¨æ â¥«ìë©. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
«¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® (L, ‖ · ‖) ¨¬¥¥â áç¥â-
ë© ¡ §¨á � ¬¥«ï G = {en}∞n=1. �¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï «î¡®£® n ∈
∈ N ª®¥ç®¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Mn = Lin{e1, . . . , en}.
�® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¡ §¨á  � ¬¥«ï, L =

∞⋃
n=1

Mn. � «¥¥, ¢ á¨«ã
ª®¥ç®¬¥à®áâ¨ Mn ¯®«® ¢ L,   § ç¨â, ¨ § ¬ªãâ® ¢ L. �
á¨«ã ¡¥áª®¥ç®¬¥à®áâ¨ L ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Mn ¥ á®¢¯ ¤ -
¥â á L ¤«ï «î¡®£® n ∈ N. �®ª ¦¥¬, çâ® Mn ï¢«ï¥âáï ¨£¤¥ ¥
¯«®âë¬ ¢ L, â. ¥. ¥ á®¤¥à¦¨â ¨ ®¤®£® è à  ¯®«®¦¨â¥«ì-
®£® à ¤¨ãá . � ª ª ª Mn ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, â® ¤®áâ â®ç®
¯®ª § âì, çâ® Mn ¥ á®¤¥à¦¨â ¥¤¨¨çãî áä¥àã á æ¥âà®¬
¢ ã«¥. �® íâ® áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë �¨áá  ® ¯®çâ¨ ¯¥à-
¯¥¤¨ªã«ïà¥ (á¬. [6, £« ¢  I, § 3, á. 32],   ¢áïª¨© á«ãç ©
 ¯®¬¨¬ ¥ñ: ¯ãáâì M | § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ®à-
¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  (L, ‖ · ‖), ¯à¨ç¥¬ M 6= L, â®£¤ 
¤«ï «î¡®£® ε ∈ (0, 1) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à zε ∈ L,
â ª®©, çâ® ρ(zε,M) = inf

x∈M
‖zε − x‖ > 1 − ε), ª®â®à ï, ¢ ç áâ-
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®áâ¨, ãâ¢¥à¦¤ ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ í«¥¬¥â  z ∈ L, ‖z‖ = 1,
â ª®£®, çâ® ρ(z, Mn) > 1

2
, â. ¥. z 6∈ Mn. �â ª, ¯à¥¤¯®«®¦¥-

¨¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ áç¥â®£® ¡ §¨á  � ¬¥«ï ¢ L ¯à¨¢®¤¨â
ª ¥£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨î ¢ ¢¨¤¥ áç¥â®£® ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¨£¤¥ ¥
¯«®âëå ¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë
�íà  (á¬. [3, £« ¢  II, § 3, á. 70]) «¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥
¯à®áâà áâ¢® L ¥ ¯®«®.

§ 2. �®¬¯ ªâ®áâì ¬®¦¥áâ¢ ¢
â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¨ ¬¥âà¨ç¥áª¨å
¯à®áâà áâ¢ å

�ãáâì (X, τ) | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®,   ¬®¦¥áâ-
¢® S ⊂ X. �®¦¥áâ¢® S  §ë¢ ¥âáï ª®¬¯ ªâë¬ (á¬. [3,
£« ¢  II, § 6, á. 98]), ¥á«¨ «î¡®¥ ¥£® ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ á®-
¤¥à¦¨â ª®¥ç®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥. � ¯®¬¨¬ ¯®ïâ¨ï áç¥â®-
ª®¬¯ ªâ®£® ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâ®£® ¬®¦¥áâ¢ . �®-
¦¥áâ¢® S  §ë¢ ¥âáï áç¥â®-ª®¬¯ ªâë¬, ¥á«¨ «î¡®¥ ¥£® áç¥â-
®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ¨¬¥¥â ª®¥ç®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥. �®-
¦¥áâ¢® S  §ë¢ ¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâë¬, ¥á«¨ «î-
¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì â®ç¥ª ¨§ S ¨¬¥¥â áå®¤ïéãîáï ¯®¤-
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª â®çª¥ S. �ç¥¢¨¤®, çâ® ª®¬¯ ªâ®áâì
¢«¥ç¥â áç¥âãî ª®¬¯ ªâ®áâì.

�§¢¥áâ®, çâ® ª®¬¯ ªâ®áâì S ¢«¥ç¥â á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ-
¢®: «î¡®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® E ⊂ S ¨¬¥¥â ¢ S ¯à¥-
¤¥«ìãî â®çªã, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  x ¬®¦¥áâ¢  S, ¢ «î¡®©
®ªà¥áâ®áâ¨ ª®â®à®©  ©¤¥âáï â®çª  ¬®¦¥áâ¢  E, ®â«¨ç ï
®â x. �®ª ¦¥¬ ¡®«¥¥ á¨«ì®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥: ¥á«¨ S áç¥â®-
ª®¬¯ ªâ®, â® «î¡®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® E ⊂ S ¨¬¥¥â
¢ S ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã. �à¥¤¯®«®¦¨¬, à ááã¦¤ ï ®â ¯à®â¨¢-

24



®£®, çâ® ¨ ®¤  â®çª  ¨§ S ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì®© ¤«ï E.
� á¨«ã ¡¥áª®¥ç®áâ¨ E cãé¥áâ¢ã¥â áç¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
E1 ⊂ E, ª®â®à®¥, ®ç¥¢¨¤®, â ª¦¥ «¨è¥® ¯à¥¤¥«ìëå â®-
ç¥ª ¢ S. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® x ∈ S áãé¥áâ¢ã¥â ¥£®
®ªà¥áâ®áâì U(x) ∈ τ ÿ â ª ï, çâ® E1∩

(
U(x)\{x}

)
=∅. �«¥-

¤®¢ â¥«ì®, S\E1 ®âªàëâ® ¢ S, â ª ª ª ¤«ï «î¡®£® x ∈ S\E1

áãé¥áâ¢ã¥â U(x) ∈ τ , â ª®¥, çâ® E1 ∩ U(x) = ∅, â. ¥. S ∩
∩ U(x) ⊂ S\E1. �â® ®§ ç ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ V ∈ τ , â ª®£®,
çâ® V ∩ S = S\E1. �¯à¥¤¥«¨¬ áç¥â®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥
P = { V , U(x) | x ∈ E1 } ¬®¦¥áâ¢  S. �® ¯®áâà®¥¨î, ã¤ -
«¥¨¥ ¨§ P «î¡®£® ¥£® í«¥¬¥â  U(x) ¤«ï x ∈ E1 ¯à¨¢¥¤¥â ª
â®¬ã, çâ® ®áâ ¢è¨©áï  ¡®à ®âªàëâëå ¬®¦¥áâ¢ ¯¥à¥áâ ¥â
¡ëâì ¯®ªàëâ¨¥¬ S. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡ëå â®ç¥ª x, y ∈
∈ E1 ¢¨¤  x 6= y á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥ x 6∈ U(y). � «¥¥,
â ª ª ª S∩V = S\E1, â® ¤«ï x ∈ E1 ¢ë¯®«¥® x 6∈ V . �«¥¤®-

¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® x ∈ E1 ¢ë¯®«¥® x 6∈

 ⋃

y∈E1
y 6=x

U(y)


∪V ,

çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. �á«¨ ¦¥ ¨§ P ã¤ «¨âì â®«ìª® V , â® ®áâ ¢-
è¨©áï  ¡®à ®ªà¥áâ®áâ¥© ®áâ ¥âáï áç¥âë¬. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, áç¥â®¥ ¯®ªàëâ¨¥ P ¥ ¨¬¥¥â ª®¥ç®£® ¯®¤¯®ªàëâ¨ï.
�®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á® áç¥â®© ª®¬¯ ªâ®áâìî ¬®¦¥áâ-
¢  S.

�à¨¬¥à 9. �¥ª®¬¯ ªâ, «î¡®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ª®â®à®-
£® ¨¬¥¥â ¢ ¥¬ ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã. �â®â ¯à¨¬¥à ¯à¥¤«®¦¨«
áâã¤¥â 076 £àã¯¯ë ���� �. � å ®¢. �ãáâì S = X = N |
¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥«. �¯à¥¤¥«¨¬ â®¯®«®£¨î τ ¢ X
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¡êï¢¨¬ ¡ §®© â®¯®«®£¨¨ τ á¥¬¥©áâ¢®
β = { {2k − 1, 2k} | k ∈ N }, â. ¥. «î¡®¥ ¬®¦¥áâ¢® á¥-
¬¥©áâ¢  β á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ç¨á¥« 2k−1 ¨ 2k ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£®
k ∈ N. � ª ª ª à §ë¥ ¬®¦¥áâ¢  ¨§ β ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï,  
®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ á¥¬¥©áâ¢  β á®¢¯ ¤ ¥â á N, â®
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¯® ªà¨â¥à¨î ¡ §ë (á¬. â¥®à¥¬ã 2 ¨§ [3, £« ¢  II, § 5, á. 88])
¯®«ãç ¥¬, çâ® β ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¡ §®© ¥ª®â®à®© â®-
¯®«®£¨¨ τ . �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬®¦¥áâ¢® V ∈ τ ¥á«¨ ¨ â®«ìª®
¥á«¨ ç¨á«® 2k ∈ V â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  2k−1 ∈ V , £¤¥
k ∈ N. �á®, çâ® X ¥ ï¢«ï¥âáï áç¥â®-ª®¬¯ ªâë¬, â ª ª ª
áç¥â®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ {Vk}+∞

k=1, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¬®¦¥áâ¢
Vk = { 2k − 1 , 2k } ∈ τ , £¤¥ k ∈ N, ¥ ¨¬¥¥â ª®¥ç®£® ¯®¤-
¯®ªàëâ¨ï. � ª¦¥ X ¥ ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâë¬,
â ª ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì xn = n ¥ ¨¬¥¥â áå®¤ïé¥©áï ¯®¤-
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (¤®ª ¦¨â¥ íâ® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦¥¨ï).
�¥¬ ¥ ¬¥¥¥ «î¡®¥ ¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® E ⊂ X ¨¬¥¥â ¢
(X, τ) ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®-
£® k ∈ N â®çª  2k ∈ E, â® 2k − 1 ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì®© ¤«ï
E, â ª ª ª «î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ 2k − 1 á®¤¥à¦¨â â®çªã
2k ∈ E, ¨ 2k 6= 2k− 1. � «®£¨ç®, ¥á«¨ 2k− 1 ∈ E, â® 2k ï¢-
«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì®© ¤«ï E, â ª ª ª «î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨
2k á®¤¥à¦¨â â®çªã 2k − 1 ∈ E, ¨ 2k − 1 6= 2k.

� ¬¥ç ¨¥. � ¬®®£à ä¨¨ [3] ¯®ïâ¨¥ áç¥â®© ª®¬¯ ªâ-
®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨ ç¥: ¬®¦¥áâ¢® S  §ë¢ ¥âáï áç¥â®-
ª®¬¯ ªâë¬ ¯® [3], ¥á«¨ «î¡®¥ ¥£® ¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ-
¢® ¨¬¥¥â ¢ S ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã (á¬. [3, £« ¢  II, § 6, á. 103]).
�¥®à¥¬  9 ¨§ [3, £« ¢  II, § 6, á. 103] ¢à®¤¥ ¡ë ãáâ  ¢«¨¢ ¥â
íª¢¨¢ «¥â®áâì ¬¥¦¤ã ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ áç¥â®© ª®¬¯ ªâ®áâ¨
¨§ [3] ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ áç¥â®© ª®¬¯ ªâ®áâ¨ ç¥à¥§ áç¥â®¥ ®â-
ªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥, ¨á¯®«ì§ã¥¬®¥ ¢ ¤ ®¬ ¯®á®¡¨¨. �¤ ª®,
ª ª ¢¨¤® ¨§ ¯à¨¬¥à  9,  «¨ç¨¥ ¯à¥¤¥«ì®© â®çª¨ ã «î¡®-
£® ¡¥áª®¥ç®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¥ ¢«¥ç¥â  «¨ç¨¥ ª®¥ç®£®
¯®¤¯®ªàëâ¨ï ã ¯à®¨§¢®«ì®£® áç¥â®£® ¯®ªàëâ¨ï. �è¨¡ª 
¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ã¯®¬ïãâ®© â¥®à¥¬ë 9 § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬,
çâ® ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  x0 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1, á®áâ®-
ïé¥© ¨§ à §«¨çëå â®ç¥ª, ¬®¦¥â ¨ ¥ ¡ëâì ¯à¥¤¥«ì®© â®ç-
ª®© å¢®áâ  íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn, xn+1, . . .} (c¬. ¤¥â -

26



«¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 9 ¢ [3, £« ¢  II, § 6, á. 104]). �â®
¡ë«® ¡ë á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  x0 ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬
¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1, ®¤ ª®
¤«ï íâ®£® ã¦  ã¦¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ª®¬¯ ªâ®áâì. � ¯à¨-
¬¥à, ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§ ¯à¨¬¥à  9 ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì xn = n + 1, n ∈ N ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã x0 = 1,
â ª ª ª «î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì x0 á®¤¥à¦¨â x1. �¤ ª® ã¦¥ ¬®-
¦¥áâ¢® {x2, x3, . . .} ¥ ¨¬¥¥â x0 ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤¥«ì®© â®çª¨.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à áç¥â®-ª®¬¯ ªâ®£® â®¯®«®-
£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤ ®£® ¯®-
á®¡¨ï), ¥ ï¢«ïîé¥£®áï ª®¬¯ ªâë¬ ( ¯à¨¬¥à, á¬. § ¤ çã
ü 190 ¨§ [1, £« ¢  III, § 3, á. 155]).

�ëïá¨¬, ¯à¨ ª ª®¬ ãá«®¢¨¨ áç¥â®-ª®¬¯ ªâ®¥ ¬®¦¥áâ-
¢® ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨§ [3] ï¢«ï¥âáï áç¥â®-ª®¬¯ ªâë¬
¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤ ®£® ¯®á®¡¨ï ? �ãáâì â®¯®«®£¨ç¥á-
ª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X, τ) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®©  ªá¨®¬®© ®â-
¤¥«¨¬®áâ¨ (á¬. [3, £« ¢  II, § 5, á. 94]), â. ¥. ª ¦¤®¥ ®¤®â®ç¥ç-
®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨§ X ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬. �®£¤  ¢áïª®¥ ¬®-
¦¥áâ¢® S ⊂ X, «î¡®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ª®â®à®£®
¨¬¥¥â ¢ S ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã, ï¢«ï¥âáï áç¥â®-ª®¬¯ ªâë¬.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, à ááã¦¤ ï ®â ¯à®â¨¢®£®, çâ® ¬®¦¥áâ¢® S ¥
ï¢«ï¥âáï áç¥â®-ª®¬¯ ªâë¬. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â®¥ ®â-
ªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ P = {Vk}∞k=1 ¬®¦¥áâ¢  S, ª®â®à®¥ ¥ ¨¬¥¥â
ª®¥ç®£® ¯®¤¯®ªàëâ¨ï. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® ®¬¥à 
n áãé¥áâ¢ã¥â xn ∈ S, â ª®¥, çâ® xn 6∈

n⋃
k=1

Vk. �á«¨ ¬®¦¥áâ¢®
§ ç¥¨© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1 ª®¥ç®, â® áãé¥áâ¢ã-
¥â áâ æ¨® à ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì xnm = x0 ∈ S. � ª
ª ª á¥¬¥©áâ¢® P ï¢«ï¥âáï ¯®ªàëâ¨¥¬ S, â® áãé¥áâ¢ã¥â ®-
¬¥à k0, â ª®©, çâ® x0 ∈ Vk0 . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à m0,
â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å m > m0 ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® nm >
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> k0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, xnm = x0 ∈ Vk0 ⊂
nm⋃
k=1

Vk, â. ¥. ¯®«ãç¨«¨
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �á«¨ ¦¥ ¬®¦¥áâ¢® § ç¥¨© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¨ {xn}∞n=1 ¡¥áª®¥ç®, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâì {xnm}∞m=1, æ¥«¨ª®¬ á®áâ®ïé ï ¨§ à §«¨çëå â®ç¥ª, â. ¥.
xnm 6= xnk

¯à¨ m 6= k. �® ãá«®¢¨î, ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®
E = {xnm}∞m=1 ¨¬¥¥â ¢ S ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã x0. � ª ª ª ¢á¥
í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  E à §«¨çë, â® ¡¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é-
®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® x0 6∈ E. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, â ª ª ª
¢ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ x0 ¥áâì í«¥¬¥â ¬®¦¥áâ¢  E, ®â«¨ç-
ë© ®â x0, â® â®çª  x0 ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì®© ¨ ¤«ï ¬®¦¥áâ-
¢  E\{x0}. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à s0, â ª®©,
çâ® x0 = xns0

, â® ¨áª«îç¨¬ í«¥¬¥â xns0
¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥-

¬®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨. �â ª, ¤ «¥¥ áç¨â ¥¬, çâ® x0 6= xnm

¤«ï «î¡®£® m ∈ N. � ª ª ª á¥¬¥©áâ¢® P ï¢«ï¥âáï ¯®ªàë-
â¨¥¬ S, â® áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à k0, â ª®©, çâ® x0 ∈ Vk0 . �®£¤ 
áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à m0, â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å m > m0 ¢ë¯®«-
¥® ¥à ¢¥áâ¢® nm > k0. � áá¬®âà¨¬ ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®
F0 = {xn1 , . . . , xnm0

}. � á¨«ã ¯¥à¢®©  ªá¨®¬ë ®â¤¥«¨¬®áâ¨,
¬®¦¥áâ¢® F0 ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬ ª ª ª®¥ç®¥ ®¡ê¥¤¨¥-
¨¥ § ¬ªãâëå ®¤®â®ç¥çëå ¬®¦¥áâ¢. � ª ª ª x0 6∈ F0, â®
áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ®áâì U(x0) ∈ τ , â ª ï, çâ® U(x0)∩F0 =∅.
� ª ª ª x0 ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì®© â®çª®© ¬®¦¥áâ¢  E, â® ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ W0 = U(x0) ∩ Vk0 ∈ τ â®çª¨ x0  å®¤¨âáï å®âï
¡ë ®¤¨ í«¥¬¥â ¬®¦¥áâ¢  E. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â
®¬¥à m, â ª®©, çâ® xnm ∈ W0. � ª ª ª ¯¥à¢ë¥ m0 í«¥¬¥â®¢
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xnk

}∞k=1 ¥ «¥¦ â ¢ U(x0), â® ¯®«ãç -
¥¬, çâ® m > m0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®
nm > k0 ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«¥® ¢ª«îç¥¨¥ xnm ∈ W0 ⊂ Vk0 ⊂
⊂

nm⋃
k=1

Vk, â. ¥. ¯®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
�¡áã¤¨¬ ¢§ ¨¬®á¢ï§ì áç¥â®© ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ª®¬¯ ªâ-
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®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ . �®ª ¦¥¬,
çâ® á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ª®¬¯ ªâ®áâì ¢«¥ç¥â áç¥âãî ª®¬¯ ªâ-
®áâì. �ãáâì (X, τ) | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®,   S ⊂
⊂ X | á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �à¥¤¯®«®-
¦¨¬, à ááã¦¤ ï ®â ¯à®â¨¢®£®, çâ® S ¥ ï¢«ï¥âáï áç¥â®-
ª®¬¯ ªâë¬. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥
P = {Vk}∞k=1 ¬®¦¥áâ¢  S, ¥ ¨¬¥îé¥¥ ª®¥ç®£® ¯®¤¯®ªàë-
â¨ï. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® n ∈ N áãé¥áâ¢ã¥â xn ∈ S, â ª®¥, çâ®
xn 6∈

n⋃
k=1

Vk. � á¨«ã á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ª®¬¯ ªâ®áâ¨ S ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ¨¬¥¥â áå®¤ïéãîáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâì {xnm}∞m=1 ª â®çª¥ x0 ∈ S, â. ¥. xnm

τ→ x0 ¯à¨ m → ∞.
� ª ª ª P ï¢«ï¥âáï ¯®ªàëâ¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢  S, â® áãé¥áâ¢ã¥â
®¬¥à k0 ∈ N, â ª®©, çâ® x0 ∈ Vk0 . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à
m0 ∈ N, â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å m ≥ m0 ¢ë¯®«¥® ¢ª«îç¥¨¥
xnm ∈ Vk0 . � ª ª ª nm → ∞ ¯à¨ m → ∞, â® nm ≥ k0 ¯à¨
¢á¥å ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å m ≥ m0 �® â®£¤  ¯à¨ ¢á¥å â ª¨å
m ¢ë¯®«¥® á®®â®è¥¨¥ xnm 6∈

nm⋃
k=1

Vk ⊃ Vk0 , â. ¥. xnm 6∈ Vk0 .
�®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâ®£® â®-
¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¥ ï¢«ïîé¥£®áï ª®¬¯ ªâë¬
(á¬. § ¤ ç¨ ü 184 ¨ ü 185 ¨§ [1, £« ¢  III, § 3, á. 155]).

�ëïá¨¬, ¯à¨ ª ª¨å ãá«®¢¨ïå áç¥â®-ª®¬¯ ªâ®¥ ¬®¦¥-
áâ¢® S ⊂ X ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâë¬? �ãáâì â®-
¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X, τ) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®©  ª-
á¨®¬¥ ®â¤¥«¨¬®áâ¨ (á¬. [3, £« ¢  II, § 5, á. 94]) ¨ ¯¥à¢®©  ªá¨-
®¬¥ áç¥â®áâ¨ (á¬. [3, £« ¢  II, § 5, á. 89]), â. ¥. ª ¦¤ ï â®çª 
x ∈ X ®¡« ¤ ¥â áç¥â®© ®¯à¥¤¥«ïîé¥© á¨áâ¥¬®© ®ªà¥áâ®á-
â¥©. � ¯®¬¨¬, çâ® á¥¬¥©áâ¢® ®ªà¥áâ®áâ¥©

{
Uα(x)

}
α∈A

â®ç-
ª¨ x â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, τ)  §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥-
«ïîé¨¬, ¥á«¨ «î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ x á®¤¥à¦¨â å®âï ¡ë
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®¤ã ®ªà¥áâ®áâì íâ®£® á¥¬¥©áâ¢ , â. ¥. ¤«ï «î¡®© ®ªà¥áâ®á-
â¨ V (x) â®çª¨ x áãé¥áâ¢ã¥â α ∈ A, â ª®¥, çâ® Uα(x) ⊂ V (x).
�®£¤  ¢áïª®¥ áç¥â®-ª®¬¯ ªâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® S ⊂ X ï¢«ï¥â-
áï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâë¬. �à¥¤¯®«®¦¨¬, à ááã¦¤ ï ®â
¯à®â¨¢®£®, çâ® S ¥ ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâë¬.
�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ S, ¥ ¨¬¥î-
é ï áå®¤ïé¥©áï ª í«¥¬¥âã S ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨. �®-
ª ¦¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï «î¡®£® x ∈ S áãé¥áâ¢ã¥â
¥£® ®ªà¥áâ®áâì U(x) ∈ τ , á®¤¥à¦ é ï ¥ ¡®«¥¥ ª®¥ç®£®
 ¡®à  í«¥¬¥â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1. �¥©áâ¢¨â¥«ì-
®, ¯ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â x ∈ S, «î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì ª®â®à®£®
á®¤¥à¦¨â ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨
{xn}∞n=1. �ãáâì {Um}∞m=1 | áç¥â ï ®¯à¥¤¥«ïîé ï á¨áâ¥¬ 
®ªà¥áâ®áâ¥© â®çª¨ x. �¯à¥¤¥«¨¬ Wm =

m⋂
k=1

Uk. �á®, çâ®
{Wm}∞m=1 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«ïîé¥© á¨áâ¥¬®© ®ªà¥áâ-
®áâ¥© â®çª¨ x, ¯à¨ íâ®¬ Wm+1 ⊂ Wm ¤«ï «î¡®£® m ∈ N.
� ª ª ª ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ Wm â®çª¨ x  å®¤¨âáï ¡¥áª®¥ç®¥
ç¨á«® í«¥¬¥â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1, â® áãé¥áâ¢ã¥â
áâà®£® ¢®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì  âãà «ìëå ç¨-
á¥« nmÿ â ª ï, çâ® xnm ∈ Wm ¤«ï «î¡®£® m ∈ N. �®«ãç¨«¨
¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xnm}∞m=1 à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâ¨, ª®â®à ï áå®¤¨âáï ª x. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î-
¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ V (x) ∈ τ â®çª¨ x áãé¥áâ¢ã¥â m0 ∈ N, â ª®©,
çâ® Wm0 ∈ V (x). �®£¤  ¤«ï «î¡®£® m ≥ m0 ¢ë¯®«¥® xnm ∈
∈ Wm ⊂ Wm0 ⊂ V (x), â. ¥. xnm

τ→ x ¯à¨ m → ∞. �®«ãç¨«¨
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ®âáãâáâ¢¨¥¬ ã à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâ¨ áå®¤ïé¥©áï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨.

� «¥¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® x ∈ S ¢ë¤¥«¨¬ ¢á¥ í«¥¬¥âë
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ U(x) ¨ ¥ á®¢¯ ¤ -
îé¨¥ á x. �¡®§ ç¨¬ ¨å ç¥à¥§ {xnk

}N
k=1. � ª ª ª ¤«ï «î¡®£®

k ∈ 1, N ®¤®â®ç¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® {xnk
} § ¬ªãâ®, â® áãé¥áâ-
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¢ã¥â ®ªà¥áâ®áâì Uk(x) ∈ τ â®çª¨ xÿ â ª ï, çâ® xnk
6∈ Uk(x).

�®£¤  ®ªà¥áâ®áâì V (x) = U(x) ∩ U1(x) ∩ . . . ∩ UN(x) ∈ τ
â®çª¨ x ¥ á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xn}∞n=1,
§  ¨áª«îç¥¨¥¬, ¡ëâì ¬®¦¥â, á ¬®© â®çª¨ x. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
¬®¦¥áâ¢® S\{xn}∞n=1 ®âªàëâ® ¢ S, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â V0 ∈ τ ,
â ª®¥, çâ® V0 ∩ S = S\{xn}∞n=1. �«ï «î¡®£® n ∈ N ®¡®§ -
ç¨¬ Vn = V (xn). �¯à¥¤¥«¨¬ áç¥â®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ P =
= {Vn}∞n=0, ª®â®à®¥ ¯® ¯®áâà®¥¨î ¥ ¨¬¥¥â ª®¥ç®£® ¯®¤-
¯®ªàëâ¨ï. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à áç¥â®-ª®¬¯ ªâ®£® â®¯®«®£¨-
ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥
®â¤¥«¨¬®áâ¨ ¨«¨ ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â®áâ¨ ¨ ¥ ï¢«ïîé¥£®-
áï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâë¬.

�áâ ®¢¨¬ ¢§ ¨¬®á¢ï§ì á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ª®¬¯ ªâ®áâ¨ â®-
¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, τ) ¨  «¨ç¨ï ¯à¥¤¥«ì®© â®-
çª¨ ã «î¡®£® ¥£® ¡¥áª®¥ç®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ . �ç¥¢¨¤®, çâ®
¨§ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ª®¬¯ ªâ®áâ¨ (X, τ) á«¥¤ã¥â, çâ® «î¡®¥
¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® E ⊂ X ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìãî â®ç-
ªã ¢ X. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ á¨«ã ¡¥áª®¥ç®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  E
áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ E, á®áâ®ïé ï ¨§
à §«¨çëå í«¥¬¥â®¢. � á¨«ã á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ª®¬¯ ªâ®áâ¨
(X, τ) íâ  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨¬¥¥â áå®¤ïéãîáï ª ¥ª®â®-
à®¬ã x0 ∈ X ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xnk

}∞k=1, â. ¥. xnk

τ→ x0

¯à¨ k →∞. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ x0  å®¤¨â-
áï ¡¥áª®¥ç® ¬®£® í«¥¬¥â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xnk

}∞k=1,
®â«¨çëå ®â x0. �®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® â®çª  x0 ∈ X ï¢«ï-
¥âáï ¯à¥¤¥«ì®© ¤«ï ¬®¦¥áâ¢  E.

�à¨¬¥à 9 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®  «¨ç¨¥ ¯à¥¤¥«ì®© â®çª¨ ã
«î¡®£® ¥¯ãáâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ-
¢  (X, τ) ¥ ¢«¥ç¥â ¥£® á¥ª¢¥æ¨ «ìãî ª®¬¯ ªâ®áâì, ¥á-
«¨ â®¯®«®£¨ï ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ ®â¤¥«¨¬®á-
â¨. �ãáâì â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X, τ) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
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¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ ®â¤¥«¨¬®áâ¨ (á¬. [3, £« ¢  II, § 5, á. 94]) ¨
¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â®áâ¨ (á¬. [3, £« ¢  II, § 5, á. 89]). �ãáâì
â ª¦¥ «î¡®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® E ⊂ X ¨¬¥¥â ¢ X
¯à¥¤¥«ìãî â®çªã. �®£¤  â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X, τ)
ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâë¬. �â® áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§
¤®ª § ëå ¢ëè¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨©. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¯à®¢¥¤¥¬ â ª-
¦¥ ¥§ ¢¨á¨¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãª § ®£® ä ªâ . � áá¬®â-
à¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ X. �à¥¡ã-
¥âáï  ©â¨ ¥¥ áå®¤ïéãîáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. �á«¨ à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á®¤¥à¦¨â áâ æ¨® àãî
¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì xnk

= x0 ¤«ï «î¡®£® k ∈ N, â® ® 
ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®©. �á«¨ íâ® ¥ â ª, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¯®á-
«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xnk

}∞k=1, á®áâ®ïé ï ¨§ à §«¨çëå í«¥¬¥-
â®¢ (¤®ª ¦¨â¥ íâ®). �® ãá«®¢¨î, ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® E =
= {xnk

}∞k=1 ¨¬¥¥â ¢ X ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã x0. � ª ª ª ¢á¥ í«¥-
¬¥âë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xnk

}∞k=1 à §«¨çë, â® ¡¥§ ®£à -
¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® x0 6= xnk

¯à¨ ¢á¥å
k ∈ N. �ãáâì {Um}∞m=1 | áç¥â ï ®¯à¥¤¥«ïîé ï á¨áâ¥¬ 
®ªà¥áâ®áâ¥© â®çª¨ x0. �®£¤  Wm =

m⋂
k=1

Uk â ª¦¥ ®¡à §ã-
îâ ®¯à¥¤¥«ïîéãî á¨áâ¥¬ã ®ªà¥áâ®áâ¥© x0, ¯à¨ç¥¬ Wm+1 ⊂
⊂ Wm ¤«ï «î¡®£® m ∈ N. �ãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à k1 ∈ N, â ª®©,
çâ® xnk1

∈ W1. �à¥¤¯®«®¦¨¬, à ááã¦¤ ï ¯® ¨¤ãªæ¨¨, çâ®
¤«ï m ∈ N áãé¥áâ¢ãîâ ®¬¥à  km > km−1 > . . . > k1 ≥
≥ 1 ¨ sm > sm−1 > . . . > s1 = 1, â ª¨¥, çâ® xnkr

∈ Wsr ¤«ï
¢á¥å r ∈ 1,m. � ª ª ª ®¤®â®ç¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨§ X § ¬ªã-
â® ¢ (X, τ) ¢ á¨«ã ¯¥à¢®©  ªá¨®¬ë ®â¤¥«¨¬®áâ¨,   ª®¥ç®¥
®¡ê¥¤¨¥¨¥ § ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬, â®
¬®¦¥áâ¢® Em = {xnk

}km
k=1 § ¬ªãâ® ¢ X ¨ ¥ á®¤¥à¦¨â x0.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ®áâì V (x0) â®çª¨ x0, ¥
¯¥à¥á¥ª îé ïáï á Em, â. ¥. ¥ á®¤¥à¦ é ï ¯¥à¢ë¥ km í«¥-
¬¥â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {xnk

}∞k=1. �ãé¥áâ¢ã¥â sm+1 > sm,
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â ª®©, çâ® Wsm+1 ⊂ V (x0). � ª ª ª x0 ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  E, â®
áãé¥áâ¢ã¥â km+1 ∈ N, â ª®©, çâ® xnkm+1

∈ Wsm+1 ∈ V (x0). � ª
ª ª ¯¥à¢ë¥ km í«¥¬¥â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ xnk

¥ á®¤¥à-
¦ âáï ¢ V (x0), â® km+1 > km. �â ª, ¯®áâà®¥ë ¯®¤¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâì {xnkr

}∞r=1 ¨ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì  âãà «ìëå
ç¨á¥« {sr}∞r=1, â ª¨¥, çâ® xnkr

∈ Wsr ¤«ï «î¡®£® r ∈ N. �«ï
«î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ U(x0) â®çª¨ x0 áãé¥áâ¢ã¥â m0 ∈ N, â ª®©,
çâ® Wm0 ⊂ U(x0). � «¥¥, áãé¥áâ¢ã¥â r0 ∈ N, çâ® ¤«ï «î¡®-
£® r ≥ r0 ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® sr ≥ m0. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
xnkr

∈ Wsr ⊂ Wm0 ⊂ U(x0). � ª¨¬ ®¡à §®¬, xnkr
∈ U(x0) ¤«ï

«î¡®£® r ≥ r0, â. ¥. xnkr

τ→ x0 ¯à¨ r →∞, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.
� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ-

¢ , ¥ ï¢«ïîé¥£®áï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ª®¬¯ ªâë¬, ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¥£® ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ ®â¤¥«¨¬®áâ¨, ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£®
¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â®áâ¨, ¢ ª®â®à®¬ «î¡®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìãî â®çªã.

� ¯®¬¨¬, çâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®  §ë¢ ¥âáï
å ãá¤®àä®¢ë¬ (¨«¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ¢â®à®©  ªá¨®¬¥ ®â¤¥-
«¨¬®áâ¨, á¬. [3, £« ¢  II, § 5, á. 95]), ¥á«¨ «î¡ë¥ ¤¢¥ à §-
«¨çë¥ â®çª¨ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥îâ ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï
®ªà¥áâ®áâ¨. �§¢¥áâ® (á¬. â¥®à¥¬ã 4 ¨§ [3, £« ¢  II, § 6,
á. 100]), çâ® ª®¬¯ ªâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® S å ãá¤®àä®¢  â®¯®-
«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, τ) ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬ ¢ X,
â. ¥. ¥£® ¤®¯®«¥¨¥ ®âªàëâ®: X\S ∈ τ . �®ª ¦¥¬   ¯à¨¬¥à¥,
çâ® ª®¬¯ ªâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ-
¢ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ¯¥à¢®© ¨ ¥ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ¢â®à®©
 ªá¨®¬¥ ®â¤¥«¨¬®áâ¨, ¬®¦¥â ¡ëâì ¥§ ¬ªãâë¬.

�à¨¬¥à 10. �¥§ ¬ªãâë© ª®¬¯ ªâ ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬
¯à®áâà áâ¢¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¬ ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ ®â¤¥«¨¬®á-
â¨. �ãáâì X = [0, 1]. �¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® V ⊂ X ®¡êï¢¨¬
®âªàëâë¬, ¥á«¨ ®® ®â«¨ç ¥âáï ®â X ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   ª®¥ç-
®¥ ¬®¦¥áâ¢® â®ç¥ª. �®ª ¦¨â¥, çâ® â ª ®¯à¥¤¥«¥ ï á®¢®-
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ªã¯®áâì ®âªàëâëå ¬®¦¥áâ¢ ®¡à §ã¥â ¢ X â®¯®«®£¨î τ . �á-
®, çâ® «î¡®¥ ®¤®â®ç¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® {x} ⊂ X § ¬ªãâ®
¢ (X, τ), â ª ª ª ¥£® ¤®¯®«¥¨¥ X\{x} ∈ τ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î
τ . �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® (X, τ) ¥ ï¢«ï¥âáï å ãá¤®àä®¢ë¬, â ª
ª ª ¨ ®¤  ¯ à  à §«¨çëå â®ç¥ª ¨§ X ¥ ¨¬¥¥â ¥¯¥à¥á¥ª -
îé¨åáï ®ªà¥áâ®áâ¥©. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ x, y ∈ X ¨ x 6= y,
a U ∈ τ ¨ V ∈ τ | ®ªà¥áâ®áâ¨ x ¨ y á®®â¢¥âáâ¢¥®, â®
U ∩ V ®â«¨ç ¥âáï ®â X ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®
â®ç¥ª,   § ç¨â ¥ ¯ãáâ®. � «¥¥ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢® K ⊂
⊂ X ¢¨¤  K = {0} ∪ {

1
n

}∞
n=1

. � ª ª ª K áç¥â®, â® X\K 6∈ τ ,
â. ¥. X\K ¥ ®âªàëâ®, á«¥¤®¢ â¥«ì®, K ¥ § ¬ªãâ®. �¥¬ ¥
¬¥¥¥ K ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâ®¬ ¢ (X, τ). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì
{Vα}α∈A | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ K. �®£¤  áã-
é¥áâ¢ã¥â α0 ∈ A, â ª®¥, çâ® 0 ∈ Vα0 . � ª ª ª Vα0 ®â«¨ç ¥âáï
®â X ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬   ª®¥ç®¥ ç¨á«® â®ç¥ª, â® áãé¥áâ¢ã¥â
n0 ∈ N, â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® n > n0 á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥¨¥
1
n
∈ Vα0 . � ª ª ª ¤«ï «î¡®£® n ∈ 1, n0 áãé¥áâ¢ã¥â αn ∈ A, â -

ª®¥, çâ® 1
n
∈ Vαn , â® ¯®«ãç ¥¬, çâ® K ⊂

n0⋃
n=0

Vαn . �«¥¤®¢ â¥«ì-
®, {Vαn}n0

n=0 | ª®¥ç®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥ ¤«ï K. �®¬¯ ªâ®áâì
K ¤®ª §  .

� ¤ ç . �®ª § âì, çâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X, τ)
ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  «î¡®¥ ¥£®
§ ¬ªãâ®¥ á®¡áâ¢¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâë¬
¢ (X, τ), ¨«¨, çâ® â® ¦¥, «î¡®¥ ¥£® ¥ª®¬¯ ªâ®¥ á®¡áâ¢¥®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¥ ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬ ¢ (X, τ).

�¥à¥©¤¥¬ ª à áá¬®âà¥¨î ª®¬¯ ªâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¥â-
à¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, ρ). �§¢¥áâ®, çâ® ª®¬¯ ªâ®áâì
¬®¦¥áâ¢  S ⊂ X ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, ρ) íª¢¨-
¢ «¥â  ¯®«®â¥ ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (S, ρ) ¨ ¢¯®«¥
®£à ¨ç¥®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  S ¢ (X, ρ) (á¬. [3, £« ¢  II, § 7]).
� ¯®¬¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® S ⊂ X  §ë¢ ¥âáï ¢¯®«¥ ®£à ¨-
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ç¥ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ª®¥çë©  ¡®à
â®ç¥ª x1, . . . , xN ¬®¦¥áâ¢  S, â ª®©, çâ® S ⊂

N⋃
k=1

Oε(xk). �ª -
§ ë©  ¡®à â®ç¥ª x1, . . . , xN  §ë¢ ¥âáï ª®¥ç®© ε-á¥âìî
¬®¦¥áâ¢  S. � ª¦¥ ª®¬¯ ªâ®áâì ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ª®¬-
¯ ªâ®áâì (  § ç¨â, ¨ áç¥â ï ª®¬¯ ªâ®áâì) ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  íª¢¨¢ «¥âë.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à § ¬ªãâ®£® ®£à ¨ç¥®£® ¥
¢¯®«¥ ®£à ¨ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢  ¨§ «¨¥©®£® ®à¬¨à®¢ -
®£® ¯à®áâà áâ¢  C[0, 1].

�à¨¬¥à 11. � ¬ªãâ®¥ ¢¯®«¥ ®£à ¨ç¥®¥ ¥ª®¬¯ ªâ-
®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¥¯®«®£® ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ .
� ¤ ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¥ª®¬¯ ªâ®áâì ¯®¤¬®¦¥áâ¢  S ¥¯®«®-
£® ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, ρ) ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âìáï â®«ì-
ª® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¥¯®«®âë ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  (S, ρ),
ª®â®à ï ¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï § ¬ªãâ®áâìî S ¢ (X, ρ). � áá¬®â-
à¨¬ X = R, ¬¥âà¨ª  ¢ ª®â®à®¬ § ¤ ¥âáï á®®â®è¥¨¥¬

ρ(x, y) = |ex − ey| ¤«ï ¢á¥å x, y ∈ R.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¢¢¥¤¥®© äãªæ¨¨ ρ ¢ë¯®«¥ë ¢á¥  ª-
á¨®¬ë ¬¥âà¨ª¨. �¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (R, ρ) ¥ ï¢«ï¥â-
áï ¯®«ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
xn = −n, £¤¥ n ∈ N. �â  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì äã¤ ¬¥â «ì-
  ¢ (R, ρ), â ª ª ª ¤«ï «î¡®£® ε > 0 ¢ë¯®«¥® ρ(xn, xn+p) =
= |e−n − e−n−p| < e−n < ε ¯à¨ «î¡®¬ n > ln 1

ε
¨ «î¡®¬ p ∈ N.

�¥¬ ¥ ¬¥¥¥ {xn}∞n=1 ¥ ï¢«ï¥âáï áå®¤ïé¥©áï ¢ (R, ρ), â ª
ª ª ¤«ï «î¡®£® x ∈ R ¢ë¯®«¥® lim

n→∞
ρ(xn, x) = ex > 0.

� áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® S = (−∞, 0]. � ª ª ª xn = −n ∈ S
¤«ï «î¡®£® n ∈ N, â® ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (S, ρ) ¥ ï¢-
«ï¥âáï ¯®«ë¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®, S ¥ ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâë¬
¬®¦¥áâ¢®¬ ¢ (R, ρ). �¤ ª® S ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬ ¨ ¢¯®«¥
®£à ¨ç¥ë¬ ¢ (R, ρ). �®ª ¦¥¬ íâ®.
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�á«¨ x ∈ R| ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  S, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ S, â ª ï, çâ® ρ(xn, x) → 0 ¯à¨ n →∞.
�®£¤  exn → ex ¯à¨ n → ∞. � ª ª ª äãªæ¨ï  âãà «ì®£®
«®£ à¨ä¬  ¥¯à¥àë¢    á¢®¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï (0, +
+∞), â® xn = ln exn → ln ex = x ¯à¨ n → ∞. � ª ª ª xn ≤ 0
¤«ï «î¡®£® n ∈ N, â® x ≤ 0, â. ¥. x ∈ S. � ª¨¬ ®¡à §®¬, S
§ ¬ªãâ® ¢ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ (R, ρ).

� «¥¥, ¤«ï «î¡®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â x0 < 0, â ª®¥, çâ®
ex0 < ε. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢® ex < ε ¤«ï «î¡®£®
x ≤ x0. �® â¥®à¥¬¥ � â®à , äãªæ¨ï ex à ¢®¬¥à® ¥-
¯à¥àë¢    ®âà¥§ª¥ [x0, 0]. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â δ =
= δ(ε) > 0, â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ç¨á¥« x, y ∈ [x0, 0] ¢¨¤ 
|x − y| < δ ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® |ex − ey| < ε. �ãáâì x0 <
< x1 < . . . < xN = 0 | à §¡¨¥¨¥ ®âà¥§ª  [x0, 0] ¬¥«ª®á-
â¨ ¬¥ìè¥ δ. �®£¤  {xk}N

k=0 ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®© ε-á¥âìî ¢ S.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ x ≤ x0, â® ρ(x, x0) = |ex − ex0| < ex0 <
< ε, â. ¥. x ∈ Oε(x0). �á«¨ ¦¥ x ∈ [xk−1, xk] ¤«ï k ∈ 1, N ,
â® ρ(x, xk) = |ex − exk | < ε, â. ¥. x ∈ Oε(xk). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
S ⊂

N⋃
k=0

Oε(xk), â. ¥. S ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ ®£à ¨ç¥ë¬ ¢ (X, ρ).
�®¦® ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ¥¯®«®£® «¨¥©®£® ®à¬¨à®-

¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¢ ª®â®à®¬ áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ªãâ®¥ ¢¯®«-
¥ ®£à ¨ç¥®¥ ¥ª®¬¯ ªâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®. � áá¬®âà¨¬
«¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® (`1, ‖ · ‖`2) ¨§ ¯à¨¬¥-
à  7. � ª ¯®ª § ® ¢ ¯à¨¬¥à¥ 7, íâ® «¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥
¯à®áâà áâ¢® ¥¯®«®. � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢®

S =

{
x ∈ `1

∣∣∣∣ |x(k)| ≤ 1

k
∀ k ∈ N

}
.

�¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (S, ρ), ¬¥âà¨ª  ¢ ª®â®à®¬ ¨¤ã-
æ¨à®¢   ‖ · ‖`2-®à¬®©, ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬, â ª ª ª ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì {xm}∞m=1 ⊂ S ¢¨¤  xm(k) = 1

k
¤«ï k ∈ 1,m ¨
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xm(k) = 0 ¤«ï k > m ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â «ì®© ¨ à áå®¤ï-
é¥©áï ¢ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ (S, ρ) (á¬. ¯®¤à®¡®áâ¨ ¢
¯à¨¬¥à¥ 7).

�®ª ¦¥¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® S § ¬ªãâ® ¨ ¢¯®«¥ ®£à ¨ç¥-
® ¢ (`1, ‖ · ‖`2). �ãáâì x ∈ `1 | ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  S. �®£¤ 
áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {xn}∞n=1 ⊂ S, â ª ï, çâ® ‖x−
− xn‖`2 → 0 ¯à¨ n → ∞. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® k ∈ N
¯®«ãç ¥¬ |x(k)| ≤ |xn(k)|+ |x(k)−xn(k)| ≤ 1

k
+‖x−xn‖`2 → 1

k

¯à¨ n → ∞. �«¥¤®¢ â¥«ì®, |x(k)| ≤ 1
k

¤«ï «î¡®£® k ∈ N,
â. ¥. x ∈ S. � ª¨¬ ®¡à §®¬, S § ¬ªãâ®.

� «¥¥, ¤«ï «î¡®£® ε > 0 ®¯à¥¤¥«¨¬ N = N(ε) ∈ N, â ª®¥,

çâ®
√

∞∑
k=N+1

1
k2 < ε

2
. � áá¬®âà¨¬ ¤«ï ç¨á«  δ = ε

√
6

2π
à §¡¨¥¨¥

−1 = z0 < z1 < . . . < zM = 1 ®âà¥§ª  [−1, 1] ¬¥«ª®áâ¨ ¬¥ìè¥
δ. � ª ª ª ¤«ï «î¡®£® x ∈ S ¨ «î¡®£® k ∈ N ¢ë¯®«¥®
k x(k) ∈ [−1, 1], â® áãé¥áâ¢ã¥â nk ∈ 0,M , â ª®¥, çâ® |k x(k)−
− znk

| < δ. �¯à¥¤¥«¨¬ ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® Sε, á®áâ®ïé¥¥ ¨§
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© y = {y(k)}∞k=1 ¢¨¤ : y(k) = 0 ¤«ï k >
> N ¨ y(k) =

znk

k
¤«ï k ∈ 1, N , £¤¥ nk ∈ 0, M . �®«¨ç¥áâ¢®

í«¥¬¥â®¢ Sε ¥ ¯à¥¢ëè ¥â (M +1)N . �® ¯®áâà®¥¨î Sε ⊂ S,
¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡®£® x ∈ S áãé¥áâ¢ã¥â y ∈ Sε, â ª®©, çâ® ¤«ï
«î¡®£® k ∈ 1, N ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® |x(k) − y(k)| < δ

k
.

�®£¤  ¯®«ãç ¥¬

‖x− y‖`2 ≤
√√√√

N∑

k=1

(
x(k)− y(k)

)2

+

√√√√
∞∑

k=N+1

(
x(k)

)2

<

< δ

√√√√
N∑

k=1

1

k2
+

√√√√
∞∑

k=N+1

1

k2
<

ε

2
+

ε

2
= ε.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, S ⊂ ⋃
y∈Sε

Oε(y), â. ¥. Sε | ª®¥ç ï ε-á¥âì ¤«ï
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¬®¦¥áâ¢  S.
� ¤ ç . �®ª § âì, çâ® ¢ ¯®«®¬ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ-

¢¥ (X, ρ) ¬®¦¥áâ¢® S ⊂ X § ¬ªãâ® ¢ (X, ρ) â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (S, ρ) ¯®«®.

§ 3. �¨¥©ë¥ ®à¬¨à®¢ ë¥
¯à®áâà áâ¢  ¨ «¨¥©ë¥ ®¯¥à â®àë

�à¨¬¥à 12. �«¨¦ ©è¨© í«¥¬¥â ¤«ï § ¤ ®£® ¢¥ªâ®-
à  ¢ § ¬ªãâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥. �ãáâì (X, ‖ · ‖) | «¨¥©®¥
®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¬®¦¥áâ¢® M ⊂ X ï¢«ï¥âáï
§ ¬ªãâë¬. �«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  x ∈ X à ááâ®ï¨¥¬ ®â x ¤®
¬®¦¥áâ¢  M  §®¢¥¬ ¥®âà¨æ â¥«ì®¥ ç¨á«®

ρ(x,M) = inf
y∈M

‖x− y‖.

�¥ªâ®à y ∈ M  §®¢¥¬ ¡«¨¦ ©è¨¬ ª § ¤ ®¬ã ¢¥ªâ®àã x,
¥á«¨ á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®

‖x− y‖ = ρ(x,M).

�á«¨ «¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® X ï¢«ï¥âáï ª®-
¥ç®¬¥àë¬, â® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  x ∈ X áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ª-
â®à y ∈ M , ¡«¨¦ ©è¨© ª ¢¥ªâ®àã x. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® ®¯à¥-
¤¥«¥¨î ¨¦¥© £à ¨ ¤«ï ¢¥ªâ®à  x áãé¥áâ¢ã¥â ¬¨¨¬¨-
§¨àãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {yn}∞n=1 ⊂ M , â. ¥. ρ(x,M) =
= lim

n→∞
‖x−yn‖. � ª ª ª ‖yn‖ ≤ ‖x‖+‖x−yn‖ ≤ ‖x‖+ρ(x,M)+

+ 1 ¤«ï ¢á¥å ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å ®¬¥à®¢ n, â® ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì {yn}∞n=1 ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥®© ¢ ª®¥ç®¬¥à®¬
¯à®áâà áâ¢¥ X. �® â¥®à¥¬¥ �®«ìæ ®|�¥©¥àèâà áá , ® 
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¨¬¥¥â áå®¤ïéãîáï ª ¥ª®â®à®¬ã ¢¥ªâ®àã y ∈ X ¯®¤¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì {ynm}∞m=1. � ª ª ª ¬®¦¥áâ¢® M ï¢«ï¥âáï § -
¬ªãâë¬, â® y ∈ M . �à¨ íâ®¬ ρ(x, M) = lim

m→∞
‖x − ynm‖ =

= ‖x − y‖. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¥ªâ®à y ∈ M ï¢«ï¥âáï ¡«¨¦ ©-
è¨¬ ª ¢¥ªâ®àã x ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ M .

�á«¨ ¦¥ ¯à®áâà áâ¢® X ¡¥áª®¥ç®¬¥à®, â® ¡«¨¦ ©è¥-
£® í«¥¬¥â  ¤«ï ¢¥ªâ®à  x ∈ X ¢ § ¬ªãâ®¬ ®£à ¨ç¥®¬
¬®¦¥áâ¢¥ M ⊂ X ¬®¦¥â ¨ ¥ ®ª § âìáï. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâ-
à áâ¢® (`2, ‖ · ‖`2) ¨ ¬®¦¥áâ¢® M ⊂ `2, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å
¢¥ªâ®à®¢ en ∈ `2 ¢¨¤  en(k) = δnk ¤«ï ¢á¥å ®¬¥à®¢ n, k.
�®¦¥áâ¢® M ®£à ¨ç¥®, â ª ª ª ‖en‖`2 = 1 ¤«ï «î¡®£®
n ∈ N. �®¦¥áâ¢® M § ¬ªãâ®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ y ∈ `2

ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¬®¦¥áâ¢  M , â® áãé¥áâ¢ã¥â
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì  âãà «ìëå ç¨á¥« nm, â ª ï, çâ® ‖enm−
− z‖`2 → 0 ¯à¨ m →∞. �á«¨ nm 6= nk, â® ‖enm − enk

‖`2 =
√

2.
� ª ª ª áå®¤ïé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì enm ï¢«ï¥âáï äã-
¤ ¬¥â «ì®©, â® áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à m0, â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å
m ≥ m0 ¢ë¯®«¥® nm = nm0 . �®£¤  z = enm0

∈ M , â. ¥. ¬®-
¦¥áâ¢® M ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâë¬. � áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥â x ∈ `2

¢¨¤  x(k) = − 1
k

¤«ï «î¡®£® k ∈ N. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ®¬¥à 
n ¯®«ãç ¥¬

‖x− en‖`2 =

√ ∞∑
k=1
k 6=n

1
k2 +

(
1 + 1

n

)2
=

√
π2

6
+ 1 + 2

n
.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ρ(x,M) = lim
n→∞

‖x − en‖`2 =
√

π2

6
+ 1 < ‖x −

− em‖`2 ¤«ï «î¡®£® m ∈ N. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï à áá¬®âà¥-
®£® í«¥¬¥â  x ∈ `2 ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¡«¨¦ ©è¥£® í«¥¬¥â  ¢
§ ¬ªãâ®¬ ®£à ¨ç¥®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ M ⊂ `2.

�®¦® ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥àë ¢ë¯ãª«ëå § ¬ªãâëå ®£à ¨-
ç¥ëå ¬®¦¥áâ¢ ¨§ X, ¥ ¨¬¥îé¨å ¡«¨¦ ©è¥£® í«¥¬¥â 
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¤«ï § ¤ ®£® ¢¥ªâ®à  x ∈ X. �«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯à¥¤«®-
¦¨« áâã¤¥â 574 £àã¯¯ë ���� �. �¨¬ ¤¥¥¢. � ¯à®áâà áâ¢¥
(`1, ‖·‖`1) à áá¬®âà¨¬ ¡ §¨á {en}∞n=1 ¢¨¤  en(k) = δnk ¤«ï ¢á¥å
n, k ∈ N ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢® S =

{(
1 + 1

n

)
en

}∞
n=1

. � ª -
ç¥áâ¢¥ ¢ë¯ãª«®£® § ¬ªãâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ¨§ `1 à áá¬®âà¨¬
§ ¬ëª ¨¥ ¢ `1 ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¬®¦¥áâ¢  S, â. ¥. M =
= conv S. � ¯®¬¨¬, çâ® ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ¬®¦¥áâ¢  «¨-
¥©®£® ¯à®áâà áâ¢   §ë¢ ¥âáï á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦-
ëå ª®¥çëå ¢ë¯ãª«ëå ª®¬¡¨ æ¨© â®ç¥ª íâ®£® ¬®¦¥áâ¢ ,
â. ¥. ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª®© ¬®¦¥áâ¢  S ï¢«ï¥âáï ¬®¦¥áâ¢®

conv S =

{
N∑

k=1

αkxk

∣∣∣∣ N ∈ N, x1∈S,...,xN∈S,
α1≥0,...,αN≥0,

N∑
k=1

αk = 1

}
.

�ã¤¥¬ ¨§ãç âì à ááâ®ï¨¥ ®â ã«ï ¤® ¬®¦¥áâ¢  M , â. ¥.
ρ(0,M) = inf

z∈M
‖z‖`1 . � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã z ∈

∈ M = conv S. � ª ª ª ¢á¥ í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  S ¨¬¥-
îâ ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ª®¬¯®¥âë, â® â¥¬ ¦¥ á¢®©áâ¢®¬ ®¡-
« ¤ îâ í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢ conv S ¨ conv S. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
z(k) ≥ 0 ¤«ï «î¡®£® k ∈ N. �¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï «î¡®£® ®¬¥à 
k ç¨á«® βk = z(k)

1+ 1
k

≥ 0. �®£¤  ¯®«ãç ¥¬ z =
∞∑

k=1

z(k)ek =

=
∞∑

k=1

(
1 + 1

k

)
βkek. �«ï «î¡®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ãîâ N ∈ N,

¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á«  α1, . . . , αN ¢¨¤ 
N∑

k=1

αk = 1, â ª¨¥, çâ®

ε ≥
∥∥∥∥z −

N∑
k=1

αk

(
1 + 1

k

)
ek

∥∥∥∥
`1

=

=
N∑

k=1

(
1 + 1

k

) |βk − αk|+
∞∑

k=N+1

(
1 + 1

k

)
βk ≥

≥
N∑

k=1

|βk − αk|+
∞∑

k=N+1

βk.
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�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢ 
∞∑

k=1

βk ≤ ε +
N∑

k=1

αk = ε + 1,

∞∑
k=1

βk ≥ −ε +
N∑

k=1

αk + 2
∞∑

k=N+1

βk ≥ −ε + 1.

� á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ ε > 0, á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®
∞∑

k=1

βk =

= 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢®

‖z‖`1 =
∞∑

k=1

(
1 +

1

k

)
βk >

∞∑

k=1

βk = 1.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, á¯à ¢¥¤«¨¢  ®æ¥ª  ρ(0,M) ≥ 1. � ¤àã£®©
áâ®à®ë, ¨¬¥¥¬ ¥à ¢¥áâ¢ 

ρ(0,M) ≤ ρ(0, S) ≤ lim
k→∞

(
1 +

1

k

)
= 1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ρ(0,M) = 1 < ‖z‖1 ¤«ï «î¡®£® z ∈ M , â. ¥.
ã«¥¢®© í«¥¬¥â ¨§ `1 ¥ ¨¬¥¥â ¡«¨¦ ©è¥£® í«¥¬¥â  ¢ ¢ë-
¯ãª«®¬ § ¬ªãâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ M .

�àã£®© ¯à¨¬¥à ¢ë¯ãª«®£® § ¬ªãâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ¢ ¯à®áâ-
à áâ¢¥ (`∞, ‖ · ‖`∞), ¥ ¨¬¥îé¥£® ¡«¨¦ ©è¥£® í«¥¬¥â  ¤«ï
ã«¥¢®£® í«¥¬¥â , ¯à¥¤«®¦¨« áâã¤¥â 574 £àã¯¯ë ����
�. �ã§¥æ®¢. � ¯à®áâà áâ¢¥ (`∞, ‖ · ‖`∞) à áá¬®âà¨¬ ¬®-
¦¥áâ¢® S = {xn}∞n=1 ⊂ `∞, £¤¥ ¤«ï «î¡®£® ®¬¥à  n

xn(k) =

{
0, 1 ≤ k ≤ n,

1 + 1
n
, k > n.

� áá¬®âà¨¬ ¢ë¯ãª«®¥ § ¬ªãâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® M = conv S.
� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â z ∈ M . �®£¤  ¤«ï «î¡®-
£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à m(ε), â ª®©, çâ® z(m(ε)) ≥ 1 − ε.
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�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì ¯à®â¨¢®¥, â®  ©¤¥âáï
ç¨á«® δ0 > 0, â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ®¬¥à  m ¢ë¯®«¥®
¥à ¢¥áâ¢® z(m) < 1− δ0. � ª ª ª áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â y0 ∈
∈ conv S, â ª®©, çâ® ‖z − y0‖∞ ≤ δ0,   ¤«ï í«¥¬¥â  y0 áã-
é¥áâ¢ã¥â ®¬¥à N , ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á«  α1, . . . , αN ¢¨¤ 
N∑

k=1

αk = 1, â ª¨¥, çâ® y0 =
∞∑

k=1

αkxk, â® ¤«ï «î¡®£® ®¬¥à 
m > N ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥:

δ0 ≥ ‖y0 − z‖∞ ≥ |y0(m)− z(m)| ≥
≥

N∑
k=1

αk

(
1 + 1

k

)− z(m) > 1 +
N∑

k=1

αk

k
− 1 + δ0 > δ0.

�â ª, ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à m(ε) ¢¨¤ 
z(m(ε)) ≥ 1 − ε. �ë¡¥à¥¬ ε0 = 1

10
¨ ®¡®§ ç¨¬ ®¬¥à m0 =

= m(ε0). � ª ª ª z ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á®¢¥¨ï ¬®¦¥áâ-
¢  conv S, â® ¤«ï «î¡®£® ε ∈ (0, ε0) áãé¥áâ¢ã¥â yε ∈ conv S, â -
ª®©, çâ® ‖z−yε‖∞ ≤ ε. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ë¯®«¥ë ¥à ¢¥áâ-
¢  yε(m0) ≥ 1−ε0−ε ≥ 1−2ε0 = 4

5
. �à¨ íâ®¬, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î

¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨, áãé¥áâ¢ã¥â ®¬¥à Nε, ¥®âà¨æ â¥«ìë¥
ç¨á«  αε

1, . . . α
ε
Nε

¢¨¤ 
Nε∑
k=1

αε
k = 1, â ª¨¥, çâ® yε =

Nε∑
k=1

αε
kxk.

�¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦¥¬ áç¨â âì Nε > m0. �á«¨
¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢®

m0−1∑
k=1

αε
k < 1

4
, â®

¯®«ãç¨¬ ¥à ¢¥áâ¢®

yε(m0) =
m0−1∑
k=1

αε
kxk(m0) =

m0−1∑
k=1

αε
k

(
1 + 1

k

) ≤
m0−1∑
k=1

2αε
k < 1

2
.

�¤ ª® ¢ëè¥ ¯®ª § ®, çâ® yε(m0) ≥ 4
5

> 1
2
. �®«ãç¥®¥ ¯à®-

â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢®
m0−1∑
k=1

αε
k ≥
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≥ 1
4
. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® ®¬¥à  s > Nε ¯®«ãç ¥¬

yε(s) =
m0−1∑
k=1

αε
k

(
1 + 1

k

)
+

Nε∑
k=m0

αε
k

(
1 + 1

k

) ≥

≥
m0−1∑
k=1

αε
k

(
1 + 1

m0

)
+

Nε∑
k=m0

αε
k = 1 +

m0−1∑
k=1

αε
k

m0
≥ 1 + 1

4m0
.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ ε ∈
(
0, 1

4m0

)
¯®«ãç ¥¬ áâà®£®¥ ¥à ¢¥áâ-

¢®
‖z‖∞ ≥ ‖yε‖∞ − ε ≥ 1 +

1

4m0

− ε > 1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¥à ¢¥áâ¢ 

1 ≤ ρ(0,M) ≤ ρ(0, S) ≤ lim
k→∞

(
1 +

1

k

)
= 1.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ρ(0,M) = 1 < ‖z‖∞ ¤«ï «î¡®£® z ∈ M , â. ¥.
ã«¥¢®© í«¥¬¥â ¨§ `∞ ¥ ¨¬¥¥â ¡«¨¦ ©è¥£® í«¥¬¥â  ¢ ¢ë-
¯ãª«®¬ § ¬ªãâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ M .

� ¤ ç . � ¯à®áâà áâ¢¥ C[0, 1] ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ¢ë¯ãª-
«®£® § ¬ªãâ®£® ¬®¦¥áâ¢ , ¥ ¨¬¥îé¥£® ¡«¨¦ ©è¥£® í«¥-
¬¥â  ¤«ï ã«¥¢®© äãªæ¨¨.

�à¨¬¥à 13. � ¬ªãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, à ááâ®ï¨¥
¤® ª®â®à®£® ®â «î¡®£® í«¥¬¥â  ¥¤¨¨ç®© áä¥àë ¬¥ìè¥
¥¤¨¨æë. �ãáâì (X, ‖ · ‖) | «¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâ-
à áâ¢®,   M ⊂ X | § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, ¯à¨ç¥¬
M 6= X. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë �¨áá  ® ¯®çâ¨ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ï-
à¥ (á¬. [6, £« ¢  I, § 3, á. 32]), ¤«ï «î¡®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â
xε ∈ X, ‖xε‖ = 1, â ª®©, çâ® ρ(xε,M) > 1− ε. �à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨-
¬¥à «¨¥©®£® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, ‖ · ‖) ¨ ¥£®
§ ¬ªãâ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M 6= X, â ª®£®, çâ® ¤«ï «î¡®£®
x ∈ X, ‖x‖ = 1, ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® ρ(x,M) < 1. �®¤-
¯à®áâà áâ¢® M ¡ã¤¥¬ ¨áª âì ¢ ¢¨¤¥ ï¤à  ¥ã«¥¢®£® «¨-
¥©®£® ¥¯à¥àë¢®£® äãªæ¨® «  f : X → C, â. ¥. ¢ ¢¨¤¥
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M = Ker f = { x ∈ X | f(x) = 0 }. � ª ¨§¢¥áâ®, ¤«ï «î-
¡®£® x 6∈ Ker f á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® X = Ker f ⊕ Lin{x}.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® z ∈ X á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥¨¥
y = z − f(z)

f(x)
x ∈ Ker f . �«¥¤®¢ â¥«ì®, z = y + f(z)

f(x)
x ∈ Ker f +

+ Lin{x}. � «¥¥, ¥á«¨ z ∈ Ker f ∩ Lin{x}, â® z = αx ¤«ï
¯®¤å®¤ïé¥£® α ∈ C, ¨ f(z) = 0 = αf(x). � ª ª ª f(x) 6= 0, â®
α = 0 ¨ z = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, Ker f ∩Lin{x} = {0},   § ç¨â,
áã¬¬  ¯®¤¯à®áâà áâ¢ Ker f ¨ Lin{x} ¯àï¬ ï. �®«ãç ¥¬:

‖f‖ = sup
z 6=0

|f(z)|
‖z‖ = sup

α6=0
y∈Ker f

|α| |f(x)|
‖y + αx‖ =

=
|f(x)|

inf
α6=0

y∈Ker f

∥∥ y
α

+ x
∥∥ =

|f(x)

inf
w∈Ker f

‖x− w‖ =
|f(x)|

ρ(x, Ker f)
.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ρ(x, Ker f) = |f(x)|
‖f‖ < 1 ¤«ï «î¡®£® ‖x‖ = 1

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äãªæ¨® « f ¥ ¤®áâ¨£ ¥â á¢®¥©
®à¬ë: |f(x)| < ‖f‖ ¤«ï «î¡®£® ‖x‖ = 1, ¨«¨, çâ® â® ¦¥,
‖f(z)‖
‖z‖ < ‖f‖ ¤«ï «î¡®£® z 6= 0. �à¥¤êï¢¨¬ â ª®© äãªæ¨® «

¢ ¡  å®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ `1. � áá¬®âà¨¬ f(x) =
∞∑

k=1

k x(k)
k+1

¤«ï
«î¡®£® x ∈ `1 �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¥à ¢¥áâ¢ 

|f(x)| ≤
∞∑

k=1

k |x(k)|
k + 1

≤
∞∑

k=1

|x(k)| = ‖x‖`1 ,

á«¥¤®¢ â¥«ì®, ‖f‖ ≤ 1. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤«ï «î¡®£® k ∈ N
à áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥â ek ∈ `1, £¤¥ ek(s) = δks ¤«ï ¢á¥å k, s ∈ N.
�®«ãç ¥¬ 1 ≥ ‖f‖ ≥ |f(ek)| = k

k+1
→ 1 ¯à¨ k → ∞. �â ª,

‖f‖ = 1. �à¨ íâ®¬ ¤«ï «î¡®£® z ∈ `1, z 6= 0 ¯®«ãç ¥¬

|f(z)| ≤
∞∑

k=1

k |z(k)|
k + 1

<

∞∑

k=1

|z(k)| = ‖z‖`1 ,
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â ª ª ª k
k+1

< 1 ¤«ï «î¡®£® k ∈ N, ¨ áãé¥áâ¢ã¥â k0 ∈ N,
â ª®©, çâ® z(k0) 6= 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® z 6= 0 ¨§
`1 á¯à ¢¥¤«¨¢® áâà®£®¥ ¥à ¢¥áâ¢® |f(z)|

‖z‖ < 1 = ‖f‖, â. ¥. ¤«ï
M = Ker f á¯à ¢¥¤«¨¢® áâà®£®¥ ¥à ¢¥áâ¢® ρ(x, M) < 1 ¤«ï
«î¡®£® ‖x‖ = 1.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à «¨¥©®£® ¥¯à¥àë¢®£® äãª-
æ¨® «  f : `∞ → C, ¥ ¤®áâ¨£ îé¥£® á¢®¥© ®à¬ë.

�à¨¬¥à 14. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  á ¡¥á-
ª®¥ç®© ®à¬®©. �ãáâì (X, ‖ · ‖X) | ¡¥áª®¥ç®¬¥à®¥ «¨-
¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®,   (Y, ‖·‖Y ) | ¥ã«¥¢®¥
«¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â «¨-
¥©ë© ®¯¥à â®à A: X → Y , ®à¬  ª®â®à®£® ¡¥áª®¥ç , â. ¥.
‖A‖ = sup

x 6=0

‖Ax‖Y

‖x‖X
= +∞. �®ª ¦¥¬ íâ®. �® ãá«®¢¨î, áãé¥áâ-

¢ã¥â y0 ∈ Y , â ª®©, çâ® y0 6= 0. � «¥¥, ¢ á¨«ã ¡¥áª®¥ç®¬¥à-
®áâ¨ X áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â ï á®¢®ªã¯®áâì {en}∞n=1 «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬ëå í«¥¬¥â®¢ ¥¤¨¨ç®© áä¥àë ¨§ X. �ãáâì L =
= Lin{en}∞n=1 | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ X. �®ª ¦¥¬, çâ® áãé¥áâ-
¢ã¥â ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ⊂ X, â ª®¥, çâ® L ⊕ M = X. � á-
á¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® P ¢á¥å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¨§ X, ¨¬¥îé¨å á
L âà¨¢¨ «ì®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥. � ª ª ª ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ-
¢® ¯à¨ ¤«¥¦¨â P, â® á¥¬¥©áâ¢® P 6= ∅. � áâ¨ç® ã¯®àï¤®-
ç¨¬ P ®â®á¨â¥«ì® â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®£® ¢ª«îç¥¨ï.
�® â¥®à¥¬¥ � ãá¤®àä  ® ¬ ªá¨¬ «ì®áâ¨ [5, ¯à¨«®¦¥¨¥ A1,
á. 412], ¢ P áãé¥áâ¢ã¥â ¬ ªá¨¬ «ì®¥ «¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® S. � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® M =

⋃
N∈S

N . �®ª -
¦¥¬, çâ® M ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ X. �á«¨ x1, x2 ∈ M ,
â® áãé¥áâ¢ãîâ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  N1 ∈ S ¨ N2 ∈ S, â ª¨¥, çâ®
xk ∈ Nk, k = 1, 2. � á¨«ã «¨¥©®© ã¯®àï¤®ç¥®áâ¨ S ¡¥§
®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® N1 ⊂ N2. �®£¤ 
α1x1 + α2x2 ⊂ N2 ⊂ M , çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. � «¥¥, ¥á«¨ x ∈
∈ M ∩ L, â® x ∈ N ∩ L ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® N ∈ S. � ª ª ª ¯®
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¯®áâà®¥¨î N ∩ L = {0} ¤«ï «î¡®£® N ∈ S, â® x = 0, çâ®
®§ ç ¥â M ∩ L = {0}. �®ª ¦¥¬  ª®¥æ, çâ® L + M = X.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, à ááã¦¤ ï ®â ¯à®â¨¢®£®, çâ® L + M 6= X.
�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â x0 ∈ X, â ª®©, çâ® x0 6∈ L + M . � ç áâ-
®áâ¨, x0 6∈ L ¨ x0 6∈ M . � áá¬®âà¨¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M0 =
= M +Lin{x0}. �®ª ¦¥¬, çâ® M0∩L = {0}. �á«¨ z ∈ M0∩L,
â® áãé¥áâ¢ãîâ y ∈ M ¨ α ∈ C, â ª¨¥, çâ® z = y + αx0 ∈ L.
�á«¨ α 6= 0, â® ¯®«ãç ¥¬ x0 ∈ L − y

α
⊂ L + M | ¯à®â¨¢®-

à¥ç¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì®, α = 0, ¨ z = y ∈ M ∩ L = {0}, çâ® ¨
âà¥¡®¢ «®áì. � ª¨¬ ®¡à §®¬, M0 ∈ P, ¯à¨ç¥¬ ¯® ¯®áâà®¥¨î
M0 6∈ S, ® M0 ⊃ N ¤«ï «î¡®£® N ∈ S. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥-
ç¨¥ á ¬ ªá¨¬ «ì®áâìî á¥¬¥©áâ¢  S.

�â ª, áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ⊂ X, â ª®¥, çâ®
L ⊕ M = X. �¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à A: X → Y , â -
ª®©, çâ® A(x) = 0 ¤«ï «î¡®£® x ∈ M ,   A(en) = n ¤«ï «î¡®£®
n ∈ N. � ª ª ª ¤«ï «î¡®£® x ∈ X áãé¥áâ¢ãîâ ¥¤¨áâ¢¥-
ë¥ y(x) ∈ L ¨ z(x) ∈ M , â ª¨¥, çâ® x = y(x) + z(x),  
¢¥ªâ®à y(x) à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢ ª®¥ç-
ãî «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î ¢¥ªâ®à®¢ {en}∞n=1, â® ®¯¥à â®à A
®¯à¥¤¥«¥ ®¤®§ ç®. �à¨ íâ®¬ ‖A‖ ≥ ‖A(en)‖Y = n → +∞
¯à¨ n →∞, â. ¥. ‖A‖ = +∞.

� ¤ ç . �ãáâì (X, ‖ · ‖X) ¨ (Y, ‖ · ‖Y ) | «¨¥©ë¥ ®à¬¨-
à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ X ª®¥ç®¬¥à®. �®ª § âì,
çâ® «î¡®© «¨¥©ë© ®¯¥à â®à A: X → Y ¡ã¤¥â ®£à ¨ç¥-
ë¬, â. ¥. ‖A‖ < +∞.

�à¨¬¥à 15. �¥¯®«®â  «¨¥©®£® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®-
áâà áâ¢  «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢. �ãáâì (X, ‖·‖X) ¨ (Y, ‖·‖Y )
| «¨¥©ë¥ ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢ . � áá¬®âà¨¬ «¨-
¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® L(X, Y ), á®áâ®ïé¥¥ ¨§
«¨¥©ëå ®£à ¨ç¥ëå ®¯¥à â®à®¢ A: X → Y , ®à¬¨à®¢ -
ëå ®¯¥à â®à®© ®à¬®© ‖A‖ = sup

‖x‖X=1

‖Ax‖Y (á¬. [6, £« -

46



¢  III, § 11]). �§¢¥áâ®, çâ® ¯®«®â  ¯à®áâà áâ¢  (Y, ‖ · ‖Y )
¢«¥ç¥â ¯®«®âã ¯à®áâà áâ¢  L(X, Y ) (á¬. â¥®à¥¬ã 2 ¨§ [6,
£« ¢  III, § 11, á. 120]). �®ª ¦¥¬, çâ® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯à®áâ-
à áâ¢® (Y, ‖ · ‖Y ) ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬,   ¯à®áâà áâ¢® X ®â-
«¨ç® ®â ã«¥¢®£®, ¯à®áâà áâ¢® L(X, Y ) ¥ ¯®«®. �«ï íâ®£®
¯®áâà®¨¬ äã¤ ¬¥â «ìãî à áå®¤ïéãîáï ¢ L(X,Y ) ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢ {An}∞n=1 ⊂ L(X, Y ). � á¨«ã ¥¯®«-
®âë ¯à®áâà áâ¢  Y áãé¥áâ¢ã¥â äã¤ ¬¥â «ì®ï à áå®¤ï-
é ïáï ¢ Y ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {yn}∞n=1 ⊂ Y . � «¥¥, áãé¥áâ-
¢ã¥â ¥âà¨¢¨ «ìë© x0 ∈ X, â. ¥. x0 6= 0. �ãáâì L0 = Lin{x0}
| ®¤®¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ X. �® «¥¬¬¥ 4.21 ¨§ [5, £« -
¢  4, á. 120], ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L0 ¤®¯®«ï¥¬® ¢ X § ¬ªãâë¬
¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ N ⊂ X, â. ¥. X = L0 ⊕ N . �«ï «î¡®£®
n ∈ N ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à An: X → Y â ª, çâ®
An(z) = 0 ¤«ï «î¡®£® z ∈ N ,   An(x0) = yn. � ª ª ª ¤«ï «î-
¡®£® x ∈ X áãé¥áâ¢ãîâ ¥¤¨áâ¢¥ë¥ z ∈ N ¨ α ∈ C, â ª¨¥,
çâ® x = z +αx0, â® An(x) = αyn. �®ª ¦¥¬, çâ® An ∈ L(X,Y ).
�¬¥¥¬

‖An‖ = sup
α6=0
z∈N

|α| ‖yn‖Y

‖z+αx0‖X
= sup

α6=0
z∈N

‖yn‖Y

‖ z
α

+x0‖
X

= ‖yn‖Y

inf
z∈N

‖x0−z‖X
= ‖yn‖Y

ρ(x0,N)
.

� ª ª ª N § ¬ªãâ®,   x0 6∈ N , â® ρ(x0, N) > 0, ¯®íâ®¬ã
‖An‖ < +∞, â. ¥. An ∈ L(X,Y ). � «®£¨ç® ¬®¦® ¯®ª -
§ âì (¯à®¤¥« ©â¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¢ëª« ¤ª¨ á ¬®áâ®ïâ¥«ì® ¢
ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦¥¨ï), çâ® ‖An − Am‖ = ‖yn−ym‖Y

ρ(x0,N)
. �âáî¤ 

á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢ {An}∞n=1 äã-
¤ ¬¥â «ì  ¢ L(X, Y ), â ª ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {yn}∞n=1

äã¤ ¬¥â «ì  ¢ Y . �á«¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® {An}∞n=1 áå®-
¤¨âáï ¢ L(X, Y ) ª ®¯¥à â®àã A ∈ L(X, Y ), â. ¥. ‖An−A‖ → 0
¯à¨ n → ∞, â® ®âáî¤  áà §ã ¯®«ãç ¥¬ ¯®â®ç¥çãî áå®¤¨-
¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {Anx}∞n=1 ¢ Y ª ¢¥ªâ®àã Ax ¤«ï
«î¡®£® x ∈ X, â ª ª ª ‖Anx − Ax‖Y ≤ ‖An − A‖ ‖x‖X → 0
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¯à¨ n → ∞. �¤ ª® ¤«ï x = x0 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Anx0 =
= yn ï¢«ï¥âáï à áå®¤ïé¥©áï ¢ Y ¯® ãá«®¢¨î. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
äã¤ ¬¥â «ì ï ¢ L(X, Y ) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {An}∞n=1 ï¢-
«ï¥âáï à áå®¤ïé¥©áï.

� ¤ ç . �ãáâì (X, ‖ · ‖X) ¨ (Z, ‖ · ‖Z) | «¨¥©ë¥ ®à-
¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ X ¥ ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬,
  Z ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬. �ãáâì Y ⊂ Z | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¢ Z
¥§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®. �®ª § âì, çâ® «¨¥©®¥ ®à-
¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® L(X,Y ) ï¢«ï¥âáï ¥¯®«ë¬,   ¥£®
¯®¯®«¥¨¥¬ ï¢«ï¥âáï «¨¥©®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ-
¢® L(X,Z).

�à¨¬¥à 16. �¥®£à ¨ç¥ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì «¨¥©-
ëå ¥¯à¥àë¢ëå ®¯¥à â®à®¢, ®£à ¨ç¥ ï ¯®â®ç¥ç®.
�ãáâì (X, ‖ · ‖X) ¨ (Y, ‖ · ‖Y ) | «¨¥©ë¥ ®à¬¨à®¢ ë¥
¯à®áâà áâ¢ . � ¯®¬¨¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®-
à®¢ {An}∞n=1 ⊂ L(X, Y )  §ë¢ ¥âáï ¯®â®ç¥ç® ®£à ¨ç¥®©,
¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® x ∈ X ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {Anx}∞n=1 ®£à ¨-
ç¥  ¢ Y . �á«¨ ¯à®áâà áâ¢® X ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬, â® ¨§ ¯®â®-
ç¥ç®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ {An}∞n=1 á«¥¤ã¥â
¥¥ ®£à ¨ç¥®áâì ¢ L(X, Y ), â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â R > 0, â ª®¥,
çâ® ¤«ï «î¡®£® n ∈ N ¢ë¯®«¥® ‖An‖ ≤ R. � íâ®¬ á®áâ®¨â
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë �  å |�â¥©£ ã§  (á¬. â¥®à¥¬ã 2.6
¨§ [5, £« ¢  2, á. 55]). �á«¨ ¦¥ ¯à®áâà áâ¢® X ¥ ï¢«ï¥âáï
¯®«ë¬, â® ¯®â®ç¥ç ï ®£à ¨ç¥®áâì ã¦¥ ¥ ¢«¥ç¥â ®£à -
¨ç¥®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ ¯® ®¯¥à â®à®©
®à¬¥. �à¨¢¥¤¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¨¬¥à. �ãáâì X = Y =
= `1, ‖ · ‖X = ‖ · ‖`2 , ‖ · ‖Y = ‖ · ‖`1 . � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢ An: X → Y ¢¨¤ 

(Anx)(k) =

{
x(k)√

k
, 1 ≤ k ≤ n,

0 , k > n .

�®ª ¦¥¬, çâ® An ∈ L(X,Y ) ¤«ï «î¡®£® n ∈ N. �¥©áâ¢¨-
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â¥«ì®, ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  �®è¨|�ãïª®¢áª®£® ¤«ï «î¡®£®
x ∈ `1 ¯®«ãç ¥¬

‖Anx‖`1 =
n∑

k=1

|x(k)|√
k
≤

√
n∑

k=1

1
k

√
n∑

k=1

(
x(k)

)2

≤
√

n∑
k=1

1
k
‖x‖`2 .

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ‖An‖ ≤
√

n∑
k=1

1
k
. � «¥¥, à áá¬®âà¥¢ ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì®áâì xn ∈ `1 ¢¨¤  xn(k) = 1√
k

¤«ï 1 ≤ k ≤ n ¨ xn(k) =
= 0 ¤«ï k > n, ¯®«ãç ¥¬

‖An‖ ≥ ‖Anxn‖`1

‖xn‖`2
=

nP
k=1

1
k

s
nP

k=1

1
k

=

√
n∑

k=1

1
k
.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ‖An‖ =

√
n∑

k=1

1
k

¤«ï «î¡®£® n ∈ N. �¥¬ á ¬ë¬

¤®ª § ®, çâ® An ∈ L(X, Y ) ¤«ï «î¡®£® n ∈ N ¨ ‖An‖ → ∞
¯à¨ n → ∞, â. ¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {An}∞n=1 ¥ ï¢«ï¥âáï
®£à ¨ç¥®© ¢ L(X, Y ). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
{An}∞n=1 ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥®© ¯®â®ç¥ç®, â ª ª ª ¤«ï «î-
¡®£® x ∈ `1 ¨¬¥¥¬

‖Anx‖`1 =
n∑

k=1

|x(k)|√
k
≤

n∑
k=1

|x(k)| ≤ ‖x‖`1 < +∞.

� ¤ ç . �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥à ¥¯®«®£® «¨¥©®£® ®à¬¨-
à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  (X, ‖ · ‖X), ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢ 
(Y, ‖ · ‖Y ) ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ An ∈ L(X,Y )
¯®â®ç¥ç® áå®¤ïé¥©áï ª ¥®£à ¨ç¥®¬ã «¨¥©®¬ã ®¯¥à -
â®àã A: X → Y , â. ¥. ¤«ï «î¡®£® x ∈ X áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥«
lim

n→∞
Anx = Ax, ® A 6∈ L(X, Y ). �à ¢¨âì ¯®«ãç¥ë© ¯à¨-

¬¥à á ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ â¥®à¥¬ë 2.8 ¨§ [5, £« ¢  2, á. 56 ].
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�à¨¬¥à 17. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «¨¥©®£® ¯à ¢®£® ®¡à â-
®£® ®¯¥à â®à . �ãáâì X ¨ Y | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢ ,
«¨¥©ë© ®¯¥à â®à A: X → Y . �¯à¥¤¥«¨¬ ®¡à § ®¯¥à â®-
à  Im A = { Ax | x ∈ X }, ï¢«ïîé¨©áï «¨¥©ë¬ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢®¬ ¢ Y . �¯¥à â®à A−1

¯à.: Im A → X  §ë¢ ¥âáï
¯à ¢ë¬ ®¡à âë¬ ª A, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® y ∈ Im A ¢ë¯®«¥®
A

(
A−1

¯à.(y)
)

= y. � ª ª ª ¤«ï «î¡®£® y ∈ Im A áãé¥áâ¢ã¥â (¢®-
®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ¥¤¨áâ¢¥ë©) ¢¥ªâ®à x(y) ∈ X, â ª®©, çâ®
A(x(y)) = y, â® ¯à ¢ë© ®¡à âë© ®¯¥à â®à ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ A−1

¯à.(y) = x(y). �â® ®§ ç ¥â, çâ®
¯à ¢ë© ®¡à âë© ®¯¥à â®à ¬®¦¥â ®¯à¥¤¥«ïâìáï ¥ ¥¤¨áâ-
¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¨ ¤ ¦¥ ¬®¦¥â ¥ ï¢«ïâìáï «¨¥©ë¬. �à¨-
¢¥¤¨â¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦¥¨ï ¯à¨¬¥à «¨¥©®£® ®¯¥à â®à 
A, ª®â®àë© ¨¬¥¥â ¥áª®«ìª® ¥«¨¥©ëå ¯à ¢ëå ®¡à âëå
®¯¥à â®à®¢. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥£¤  ¬®¦® ¢ë¡à âì «¨¥©ë©
¯à ¢ë© ®¡à âë© ®¯¥à â®à (ª®¥ç®, ¥¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à -
§®¬). �á«¨ Im A = {0}, â® ã«¥¢®© ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï ¨áª®-
¬ë¬ «¨¥©ë¬ ¯à ¢ë¬ ®¡à âë¬ ®¯¥à â®à®¬. �ãáâì Im A 6=
6= {0}. � áá¬®âà¨¬ ¢ ¥ã«¥¢®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Im A
¡ §¨á � ¬¥«ï G (á¬. ¯à¨¬¥à 8). �«ï «î¡®£® e ∈ G áãé¥áâ¢ã-
¥â x(e) ∈ X, â ª®©, çâ® A(x(e)) = e. �¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ë©
®¯¥à â®à B: Im A → X â ª, çâ® B(e) = x(e) ¤«ï «î¡®£® t ∈
∈ G. � ª ª ª ¤«ï «î¡®£® y ∈ Im A áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë©
 ¡®à í«¥¬¥â®¢ {en}N

n=1 ⊂ G ¨ ç¨á¥« {αn}N
n=1, â ª¨å, çâ®

y =
N∑

n=1

αnen, â® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ B(y) =
N∑

n=1

αnx(en). �à¨ íâ®¬

A(B(y)) =
N∑

n=1

αnA(x(en)) =
N∑

n=1

αnen = y, â. ¥. ®¯¥à â®à B

ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à ¢ë¬ ®¡à âë¬ ¤«ï «¨¥©®£® ®¯¥à -
â®à  A.

� ¤ ç . �®ª ¦¨â¥, çâ® «¨¥©ë© ®¯¥à â®à A: X → Y
¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© ¯à ¢ë© ®¡à âë© ®¯¥à â®à â®£¤  ¨ â®«ì-
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ª® â®£¤ , ª®£¤  Ker A = {0}. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï
«î¡®£® x ∈ X ¢ë¯®«¥® A−1

¯à.

(
A(x)

)
= x, â. ¥. ¯à ¢ë© ®¡-

à âë© ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ¨ «¥¢ë¬ ®¡à âë¬,   â ª¦¥
ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬.

�à¨¬¥à 18. �¨¥©ë© ®£à ¨ç¥ë© áîàê¥ªâ¨¢ë© ®¯¥-
à â®à, ¥ ï¢«ïîé¨©áï ®âªàëâë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬.
�ãáâì (X, ‖ · ‖X) ¨ (Y, ‖ · ‖Y ) | «¨¥©ë¥ ®à¬¨à®¢ ë¥
¯à®áâà áâ¢ ,   ®¯¥à â®à A ∈ L(X,Y ) ï¢«ï¥âáï áîàê¥ªâ¨¢-
ë¬, â. ¥. Im A = Y . �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢  X ¨ Y
ï¢«ïîâáï ¯®«ë¬¨, â® ®¯¥à â®à A ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ®â®-
¡à ¦¥¨¥¬, â. ¥. ®¡à § «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ¨§ X
¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®¯¥à â®à  A ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬
¢ Y . � íâ®¬ á®áâ®¨â â¥®à¥¬  �  å  ®¡ ®âªàëâ®¬ ®â®¡à -
¦¥¨¨ (á¬. â¥®à¥¬ã 2.11 ¨§ [5, £« ¢  2, á. 58]). �®ª ¦¥¬  
¯à¨¬¥à å, çâ® ®âª § ®â ¯®«®âë ¯à®áâà áâ¢  X ¨«¨ Y ¢¥¤¥â
ª  àãè¥¨î ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë, â. ¥. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ áî-
àê¥ªâ¨¢ë© ®¯¥à â®à A ∈ L(X, Y ) ¬®¦¥â ¥ ¡ëâì ®âªàëâë¬
®â®¡à ¦¥¨¥¬.

� áá¬®âà¨¬ á ç «  á«ãç ©, ª®£¤  X ¯®«®¥,   Y ¥ ï¢-
«ï¥âáï ¯®«ë¬. �ãáâì (X, ‖ · ‖X) = (`1, ‖ · ‖`1), (Y, ‖ · ‖Y ) =
= (`1, ‖ · ‖`2). �ãáâì A: X → Y â®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥,
â. ¥. Ax = x ¤«ï «î¡®£® x ∈ `1. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® x ∈ `1 ¨¬¥-
¥¬ ‖Ax‖`2 = ‖x‖`2 ≤ ‖x‖`1 , â. ¥. ‖A‖ ≤ 1 (¨ ¤ ¦¥ ‖A‖ = 1 |
¤®ª ¦¨â¥ íâ® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦¥¨ï). � ª¨¬ ®¡à §®¬, A ∈
∈ L(X, Y ). �îàê¥ªâ¨¢®áâì A ®ç¥¢¨¤ . �®ª ¦¥¬, çâ® A ¥
ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬. � áá¬®âà¨¬ ®¡à § ®âªàë-
â®£® ¥¤¨¨ç®£® è à  á æ¥âà®¬ ¢ ã«¥ ¨§ X ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬
A. �â® ¬®¦¥áâ¢® O = { x ∈ `1 | ‖x‖`1 < 1 }. �®ª ¦¥¬,
çâ® O ¥ ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ¢ Y . � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì yn ∈ `1 ¢¨¤  yn(k) = 1

k
¤«ï 1 ≤ k ≤ n ¨ yn(k) = 0

¯à¨ k > n. �«ï «î¡®£® x0 ∈ O ¨ «î¡®£® ε > 0 ®¯à¥¤¥«¨¬
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xn,ε = x0 + εyn. �®£¤  ‖xn,ε − x0‖`2 < επ√
6
,   ‖xn,ε‖`1 ≥ ε

n∑
k=1

1
k
−

− ‖x0‖`1 → +∞ ¯à¨ n → ∞. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£®
δ > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ε = δ

√
6

π
, â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® n ∈ N â®çª 

xn,ε ∈ OY
δ (x0) = { x ∈ `1 | ‖x − x0‖`2 < δ }, ® ‖xn,ε‖`1 > 1

¯à¨ ¢á¥å ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å n ∈ N, â. ¥. xn,ε 6∈ O. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¨ ®¤  â®çª  O ¥ ï¢«ï¥âáï ¢ãâà¥¥© ¤«ï O ¢
¯à®áâà áâ¢¥ Y , â. ¥. O ¥ ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ¢ Y .

� ¤ ç . �®ª ¦¨â¥, çâ® â®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥

I: (`1, ‖ · ‖`2) → (`1, ‖ · ‖`1)

¥ ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬, â. ¥. ‖I‖ = +∞.
�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  X ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬,

  Y ¯®«®¥. �à¨¢¥¤¥ë© ¨¦¥ ¯à¨¬¥à ¯à¥¤«®¦¨« áâã¤¥â
474 £àã¯¯ë ���� �. �á ¥¢. � áá¬®âà¨¬ «¨¥©ë¥ ®à¬¨-
à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢  (Y, ‖ · ‖Y ) = (`2, ‖ · ‖`2) ¨ (X, ‖ · ‖X) =
= (`2, ‖ · ‖∗), £¤¥ ‖ · ‖∗ | á¯¥æ¨ «ì ï ®à¬  ¢ `2, ª®â®àãî
®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®§¤¥¥. �¤¥ï § ª«îç ¥âáï ¢ â ª®¬ ¯®¤¡®à¥ ‖ · ‖∗,
çâ®¡ë â®¦¤¥áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à A: X → Y ¢¨¤  Ax = x ¤«ï
«î¡®£® x ∈ `2 ®ª § «áï ¥¯à¥àë¢ë¬,   ®¡à âë© ª ¥¬ã
A−1: Y → X, â ª¦¥ â®¦¤¥áâ¢¥ë© A−1x = x ¤«ï «î¡®£® x ∈
∈ `2, ã¦¥ ¥¯à¥àë¢ë¬ ¡ë ¥ ï¢«ï«áï. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¯¥à -
â®à A ¥ ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¯à¥¤¯®«®¦¨¢ ¯à®â¨¢®¥, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¯à®®¡à § «î¡®£® ®â-
ªàëâ®£® ¨§ X ¬®¦¥áâ¢  ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®¯¥à â®à  A−1 (â. ¥.
®¡à § íâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ A) ¡ã¤¥â ®âªàëâë¬ ¢
Y , çâ® ®§ ç ¥â ¥¯à¥àë¢®áâì A−1 ¯® â¥®à¥¬¥ 6 ¨§ [3, £« -
¢  II, § 5, á. 92 ]. �®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á à §àë¢®áâìî
A−1.

�¯à¥¤¥«¨¬ â¥¯¥àì ‖ · ‖∗ ¢ `2. � áá¬®âà¨¬ ¢ `1 á¯¥æ¨ «ì-
ë© ¡ §¨á � ¬¥«ï G1, í«¥¬¥âë ª®â®à®£® ¨¬¥îâ ¥¤¨¨çãî
`2-®à¬ã, á®¤¥à¦ é¨© ¥®£à ¨ç¥®¥ ¯® `1-®à¬¥ ¯®¤¬®-

52



¦¥áâ¢® E. � ª®© ¡ §¨á � ¬¥«ï áãé¥áâ¢ã¥â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
à áá¬®âà¨¬ ¢ à®«¨ E áç¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢® «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨-
¬ëå í«¥¬¥â®¢ yn ∈ `1 ¢¨¤  yn(k) = 1

kRn
¤«ï 1 ≤ k ≤ n ¨

yn(k) = 0 ¤«ï k > n, £¤¥ Rn =

√
n∑

k=1

1
k2 ¤«ï «î¡®£® n ∈ N.

�®£¤  ¯®«ãç ¥¬ ‖yn‖`2 = 1 ¤«ï «î¡®£® n ∈ N,   ‖yn‖`1 =

= 1
Rn

n∑
k=1

1
k
→ +∞ ¯à¨ n →∞, ¨ E ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ � ¬¥«ï

¢ Lin E. �à¨ íâ®¬ Lin E 6= `1, â ª ª ª ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ-
¢® (`1, ‖ · ‖`1) ¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì áç¥âë© ¡ §¨á � ¬¥«ï E. � «¥¥
à áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® P, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¯ à (L,GL), £¤¥ L ⊂ `1

| ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥ Lin E,   GL | ¡ §¨á � ¬¥«ï
¢ L, á®¤¥à¦ é¨© E, í«¥¬¥âë ª®â®à®£® ®à¬¨à®¢ ë ¯® `2-
®à¬¥. �¥¬¥©áâ¢® P 6= ∅, â ª ª ª (Lin E, E) ∈ P. � áâ¨ç®
ã¯®àï¤®ç¨¬ P ®â®è¥¨¥¬≤ ¨§ ¯à¨¬¥à  8 ¨ ¯® â¥®à¥¬¥ � ãá-
¤®àä  ® ¬ ªá¨¬ «ì®áâ¨ [5, ¯à¨«®¦¥¨¥ A1, á. 412] ¢ë¤¥«¨¬
¢ P ¬ ªá¨¬ «ì®¥ «¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® S.
�¯à¥¤¥«¨¬ M1 =

⋃
(L,GL)∈S

L ¨ G1 =
⋃

(L,GL)∈S

GL. � ª ¦¥, ª ª

¨ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 8, ¬®¦® ¯®ª § âì (¯à®¢¥¤¨â¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¢ë-
ª« ¤ª¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦¥¨ï), çâ® M1 = `1,   G1 { ¨áª®¬ë©
¡ §¨á � ¬¥«ï ¢ `1.

� «¥¥, à áá¬®âà¨¬ ¢ `2 ¡ §¨á � ¬¥«ï G2, á®¤¥à¦ é¨© G1,
í«¥¬¥âë ª®â®à®£® ®à¬¨à®¢ ë ¯® `2-®à¬¥. �«ï ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï G2 à áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® P, á®áâ®-
ïé¥¥ ¨§ ¯ à (L, GL), £¤¥ L ⊂ `2 | ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, á®¤¥à-
¦ é¥¥ `1,   GL | ¡ §¨á � ¬¥«ï ¢ L, á®¤¥à¦ é¨© G1, í«¥¬¥-
âë ª®â®à®£® ®à¬¨à®¢ ë ¯® `2-®à¬¥. �¥¬¥©áâ¢® P 6= ∅,
â ª ª ª (`1,G1) ∈ P. � áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¨¬ P ®â®è¥¨¥¬ ≤
¨§ ¯à¨¬¥à  8 ¨ ¯® â¥®à¥¬¥ � ãá¤®àä  ® ¬ ªá¨¬ «ì®áâ¨ [5,
¯à¨«®¦¥¨¥ A1, á. 412] ¢ë¤¥«¨¬ ¢ P ¬ ªá¨¬ «ì®¥ «¨¥©®
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ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® S. �¯à¥¤¥«¨¬ M2 =
⋃

(L,GL)∈S

L

¨ G2 =
⋃

(L,GL)∈S

GL. � ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 8, ¬®¦® ¯®ª § âì

(¯à®¢¥¤¨â¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¢ëª« ¤ª¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦¥¨ï),
çâ® M2 = `2,   G2 { ¨áª®¬ë© ¡ §¨á � ¬¥«ï ¢ `2.

�¯à¥¤¥«¨¬ ‖ · ‖∗   G2 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï «î¡®£®
e ∈ G2

‖e‖∗ =

{ ‖e‖`1 , e ∈ G1,
‖e‖`2 , e ∈ G2\G1.

� ª ª ª ¤«ï «î¡®£® x ∈ `2 áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë©  -
¡®à ¢¥ªâ®à®¢ {ek}n

k=1 ⊂ G2 ¨ ç¨á¥« {αk}n
k=1, â ª¨å, çâ® x =

=
n∑

k=1

αkek, â® ®¯à¥¤¥«¨¬ ®à¬ã ‖x‖∗ =
n∑

k=1

|αk| ‖ek‖∗. �®ª -
¦¨â¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦¥¨ï, çâ® ¢¢¥¤¥ ï äãªæ¨ï ‖ · ‖∗
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¯à¥¤¥«¥¨î ®à¬ë   `2.

� áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®à A: (`2, ‖ ·‖∗) → (`2, ‖ ·‖`2) ¢¨¤  Ax =
= x ¤«ï «î¡®£® x ∈ `2 (â. ¥. A | â®¦¤¥áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à).
�®ª ¦¥¬, çâ® A ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï
«î¡®£® x ∈ `2 ¨¬¥¥¬

‖Ax‖`2 = ‖x‖`2 =

∥∥∥∥
n∑

k=1

αkek

∥∥∥∥
`2

≤
n∑

k=1

|αk| ‖ek‖`2 ≤ ‖x‖∗ ,

â ª ª ª ‖e‖`2 ≤ ‖e‖`1 ¤«ï «î¡®£® e ∈ G1. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
‖A‖ ≤ 1, â. ¥. A ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬. �¤ ª® ®¡à âë©
®¯¥à â®à A−1: (`2, ‖ · ‖`2) → (`2, ‖ · ‖∗) ¢¨¤  A−1x = x ¤«ï
«î¡®£® x ∈ `2 ã¦¥ ¥ ¡ã¤¥â ¥¯à¥àë¢ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¬®¦¥áâ¢® E ⊂ G1, ®£à ¨ç¥®¥ ¢ (`2, ‖ · ‖`2) (¯® ®¯à¥¤¥«¥-
¨î, ‖e‖`2 = 1 ¤«ï «î¡®£® e ∈ E), ï¢«ï¥âáï ¥®£à ¨ç¥ë¬
¢ (`2, ‖ · ‖∗) (¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, E ⊂ `1, ¯®íâ®¬ã ‖e‖∗ = ‖e‖`1

¤«ï «î¡®£® e ∈ E,   E ¥ ®£à ¨ç¥® ¢ (`1, ‖ · ‖`1)). �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, ®¯¥à â®à A−1 ¯¥à¥¢®¤¨â ®£à ¨ç¥®¥ ¢ ¯à®áâà áâ-
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¢¥ (`2, ‖ · ‖`2) ¬®¦¥áâ¢® E ¢ ¥®£à ¨ç¥®¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥
(`2, ‖ · ‖∗) ¬®¦¥áâ¢® A−1(E) = E, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.

� ¤ ç . �ãáâì (X, ‖ · ‖X) ¨ (Y, ‖ · ‖Y ) | ¡  å®¢ë ¯à®áâ-
à áâ¢ ,   ®¯¥à â®à A ∈ L(X,Y ). �®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã-
¥â ¥¯à¥àë¢ë© ®¡à âë© ®¯¥à â®à A−1 ∈ L(Y, X) â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Ker A = {0} ¨ Im A = Y .
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